PMO004 - Métodos Numéricos Primeira Prova 08 de Outubro de 2014

Nome: RA:

Questao 1. (30 pontos)
Considere os métodos iterativos para solucao de um sistema linear Az = b.

(a) Suponhamos que a cada iteracdo k tenhamos que verificar se Az*) —b ou 2¥) — g(k=1)
estao proximos de zero. Explique como realizar esses testes e qual o seu custo com-
putacional em termos de niimero operacoes aritméticas.

(b) Sejam agora os métodos de Gauss-Seidel e Gauss-Jacobi para a solu¢do de Az = b.
Represente esquematicamente um destes métodos e calcule o custo de efetuar uma
iteragao.

(c) Baseado no numero de operacoes calculado nas letras (a) e (b) acima, a partir de
quantas iteragoes torna-se mais vantajosa a utilizagao da Elmina¢ao Gaussiana (ou
Fatoragao LU)?

Solugao: (a) O teste de “proximidade” pode ser calculado considerando a norma
dos vetores Az*) — b e 2 — 2(=1) (uma norma computacionalmente “eficiente” &
a norma oo). Para calcular o vetor-diferenga precisamos da ordem de n operagoes
(subtragoes), enquanto para calcular o vetor residuo precisamos, em geral, de 2n?

operagoes (multiplicagdes/somas), por conta da multiplicacdo da matriz A pelo vetor
(k)
™,

(b) No método de Jacobi, a iteragdo é dada por:

| _ 1 . (h-1)
X, = a—” <b, — Z aijl'j > .

j=1.j#i

No método de Gauss-Seidel:

i—1 n
m _ 1 (h-1) ()
l’i = a—” (bl — Zaijx]— — Z CLZ‘j[Ej ) .

j=1 Jj=i+1

Em ambos os métodos precisamos fazer o equivalente a multiplicar uma matrix n x n
por um vetor n X 1, o que requer 2n? operacoes.

(c) Somando as operagoes aritméticas das letras (a) e (b), precisamos, a cada iteracao,
da ordem de 4n? operacoes. Como na Elminacao Gaussiana precisamos da ordem de
2/3n? operagoes, entdo se forem necessarias mais do que n/6 iteragoes dos métodos
de Gauss-Seidel ou Gauss-Jacobi, a Eliminacao Gaussiana é mais vantajosa. (O
importante aqui é perceber que enquanto fizermos até O(n) iteragdes nos métodos
de Jacobi/Gauss-Seidel, eles ainda estao competitivos (em termos de custo), com a
eliminagao Gaussiana. As constantes dependem do modo de realizar as contagens de
operagoes, ou da otimizagao nos calculos).
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Questao 2. (30 pontos)
Um antigo método para encontrar a raiz p-ésima positiva de um nimero real a > 0
(isto &, ¥/a, ou ainda al’?, p > 2) é, a partir de uma aproximagao inicial zg, realizar as
iteragoes

1 a
Thy1 = — — 1Dy + .
k41 D ((p )Tk xﬁl)

(a) Formule o problema de encontrar ¥/a como um problema de zeros de uma fungao real
e, a partir dai, deduza a expressao acima aplicando algum dos métodos conhecidos

(b) Encontre uma aproximagio para /5 fazendo 2 iteracoes do método acima, com
aproximacao inicial xg = 1.6. Considerando que a solugao real, com aproximacao
de 6 casas decimais, ¢ x* ~ 1.709975, calcule o erro do valor obtido.

(c) Considere a sua formulacdo para o problema no item (a). E possivel utilizar o
Método da Bissecio para aproximar v/5 com intervalo inicial [ag, bo] = [1,2]? Caso
seja possivel, realize 2 iteracoes desse método. Quantos passos seriam necessarios
para obter o mesmo erro de aproximacao (€) encontrado no item anterior (critério
de parada |ax — bg| < €)7 Explique essa diferenca.

Solucdo: (a) Seja a funcao f : R — R definida por f(z) = 2” — A. Encontrar {/A
¢ equivalente a encontrar a raiz positiva de f(z). Com efeito, f(x) = 0 se e somente
se 1?7 — A = 0 = 2 = YA, considerando z > 0. Como f'(x) = pa?~!, utilizando o
Método de Newton-Rapshon para a funcao f:

flag) = ap—A p-—1 A

Tpy1 = Tp — = T — = Ty + —
i f'(ay) pry ! p prh

que é a formula desejada.

(b) Partindo de xy = 1.5, trabalhando com 6 casas decimais, temos x; = 1.717708,
9 = 1.710010. Comparando com a solucao real:

1.710010 — 1.709975| ~ 3.5 x 10~°

(c¢) E facil ver que f(1)f(2) < 0. Como a funcio é continua, garantimos a existéncia
de uma raiz real no intervalo e portanto podemos utilizar o Método da Bissecao.
Lembrando que a cada iteracao do Método da Bissecao dividimos o intervalo por 2,

temos
lag — bol

|z — x| < S

Para garantir uma precisao da ordem de 3.5 x 107° precisariamos que

lag — bo|

ST < 35X 1070 .k +1> —logy(3.5 x 1077) .. 14 iteracoes
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Essa diferenca se da ao fato de que a ordem de convergéncia do Método da Bissecao
é inferior (linear) a do Método de Newton (quadratica), garantidas as hipoteses de
convergéncia. (A depender do jeito que vocé comega a contar as iteragoes, o resultado
pode dar 14 ou 13 iteracoes, o que nao influencia o raciocinio.)

Questao 3. (30 pontos)
Seja f : R? = R dada por z = f(z,y) = e* + e¥. Gostariamos de encontrar o ponto do
grafico de f(z,y) mais proximo de (z¢,yo, 20) = (1, 1,0).
(a) Formule este problema como o de encontrar zeros de um sistema de equagdes nao-
linear (Dica: Minimize d(x,y)?, onde d(x,y) é a distancia entre um ponto do grifico
(z,y, f(z,y)) e (1,1,0)).
(b) Escreva o sistema de equagoes e mostre que o jacobiano nunca sera singular.

(¢) Realize 1 iteracdo do Método de Newton a partir do ponto #(®) = (0,0,0). Con-
siderando as caracteristicas do jacobiano do sistema, vocé considera custosa cada
iteracao? Explique

Solugao: (a) A distancia de (1,1,0) até um ponto genérico do grafico de f ¢ dada
por
d(w,y)* = (@ = 1"+ (y = 1)* + (" + )",

Para minimizar essa distancia, encontramos a solucao para o sistema de equagcoes

d(d(z,y)*) d(d(z,y)*)
( Ox ’ oy ) =(0,0)

(b) O sistema que devemos resolver é

g1(z,y) = 2" 4 20 + 2e** — 2 =0
go(m,y) = 2" + 2y +2e% —2 =0 °

Calculando o Jacobiano do sistema:

[ 24 4% 4 27 26w+
J(x,y) = 267+ 2 + 4 4 2e7HY

E facil ver que det.J > 0. Por exemplo, ha duas maneiras (i) Fazendo a conta toda:

det J = 8¢™ 1Y + 831V + 1622 4 8™ 4 8e?* + 8¢?Y + 4 > 0.

(ii) Sem fazer a conta toda:

det J = (algo positivo + 2¢*"¥)(algo positivo + 2e"1Y) — 4" 1Y
= algo positivo + 4e™ TV — 4e™ TV > (.
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(¢) o = (0,0). 1a Tteragao:

J(o,o>p=g<o,0):,(§ §><§>:(§)p:<8§)

Excetuando as chamadas da fungoes g e J, o procedimento mais caro em cada ite-
racao é a solucao do sistema linear Jp = ¢g. Podemos utilizar, de uma maneira
geral, por exemplo, os métodos de Eliminacao Gaussiana ou métodos iterativos de
Gauss-Seidel /Gauss-Jacobi. No caso 2 x 2 cada iteragdo requer apenas o calculo de
umeponenciais e a solugdo de um sistema simples (que pode ser feito de maneira
“literal”).

Escolha apenas uma das questoes abaixo

Questao 4. (20 pontos)
A funcao

( ) 1 /I th
plx) = — e zdt
vV 27 0
calcula a probabilidade de que uma variavel com distribuicao normal esteja entre 0 e x.
Gostariamos de determinar x tal que essa probabilidade seja 45%.

(a) Formule o problema de encontrar zeros de fungdes associado.

(b) Monte a iteragdo do Método de Newton aplicado ao problema acima. Qual calculo
requer maior esforco computacional em cada iteracao? Explique.

Solucao:

(a) (de graga). Devemos encontrar x tal que p(x) = 0,45, ou seja.

1 * 2
r) = —— e”2dt — 0.45,
fa)=—= |

e gostariamos de encontrar a raiz de f.

(b) A iteracao de Newton é dada por
S (@)

Tt =R f’($k>.
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z2

z (por qué?). Entao

Mas f'(z) = \/%76
2

L [ emTdt — 0.45

Tht1 = Tk — var 0 P) :

T
_ "k
1 2

x/27re

O maior esfor¢co computacional estd no fato de que teremos que resolver uma
integral (numericamente) a cada iteragdo. Maneiras eficientes de fazer isso sdo
cenas do préoximo modulo do curso...

Questao 5. (20 pontos)
Seja € > 0 um parametro real Considere a matriz quadrada A e o vetor b dados por

([ 1+e -1 [ €
A_< -1 1+€,> ¢ b_<5>'

(a) Escreva a iteracdo do método de Jacobi para o sistema acima, explicitando o pro-
blema de ponto fixo associado. E possivel garantir a convergéncia (teérica) do
método?

(b) O que ocorre com a iteragao quando ¢ — 07 Explique esse comportamento.

(a)

Solucgao:

O método de Gauss-Seidel considera que a matriz A é decomposta em A =
L+ D+U, com L contendo os elementos de A estritamente abaixo da diagonal,
D contendo os elementos restantes e U contendo os elementos estritamente
acima da diagonal. Para esta matriz A, temos

[0 o [1+e 0 o —1
I T e B

O Método de Gauss-Seidel define E = L 4+ D e F = U e funcao de iteracao
o(r) = E7'b — E~'Fx. Para o sistema especifico desta questao, temos

k
Ty + €
IEIf ! =2

1+e¢
k1
LT ry  +e
2 I+e¢
Quanto ¢ — 0 temos 25 = 25 e 25™ = 2% ou seja, o método oscila, sem

convergir. Uma das razoes para isso ¢ que a matriz torna-se nao-diagonalmente
dominante, nao satisfazendo os critérios para convergéncia (uma anélise mais
fina utiliza o ndmero de condi¢ao da matriz A).




