PMO004 - Métodos Numeéricos e Aplicacoes
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Lista 1 - Zeros de Funcoes Reais
Data de Entrega: 25/08/2014

Os célculos dos exercicios da lista podem (e devem) ser feitos com auxilio compu-
tacional, quando necessario.

Exercicio 1.

Comentdrios:

Exercicio 2.

Encontre um intervalo [a, b] que contenha uma raiz das fungoes abaixo.

(a) f(x) =cosz —x,

(b) f(l') =T — 2—z’

(c) f(x)=e""? —a?

(d) f(z) = 2% — 1025 + 412* — 8823 + 1042* — 642 + 16,

Em cada caso, determine uma quantidade de iteragoes n para a qual o Método da
Bissec¢ao encontraria uma raiz com precisao de ¢ = 1072, Realize esta quantidade
de iteragoes, calculando |f(b)| e |b — a| em cada iteracao.

Para descobrir o nimero de iteragoes, basta inverter a férmula

b—a

T <10 %,
A partir dai, realiza-se as operagoes utilizando auxilio computacional. Na letra
(d), a raiz nao “troca” de sinal. Pode-se fatorar explicitamente o polindmio de
modo a encontrar f(z) = (z — 2)*(z — 1)?. Caso quisessemos que a raiz trocasse
de sinal, poderiamos encontrar a raiz, por exemplo, de f(z) — 1077 (ou qual-
quer perturbagdo pequena). Desde modo, satisfazemos o método da bissecgao (e
encontramos uma raiz “préxima’” a real).

Realize 4 iteragoes do Método de Newton e do Método da Bissec¢ao na funcao
f(x) = 2* — 32? + 3z — 1. Qual dos métodos aproxima-se mais da raiz z* = 17
Explique esse comportamento.

Para reflexao: Considere intervalos/pontos iniciais para os quais parega “justa”
a comparagdo. Um exemplo: zg = 1.9 e [ag, by] = [0, 1.9]. Qual medida do erro
nos da uma comparacao “justa”?
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Comentdrios:

Exercicio 3.

Comentdrios:

Exercicio 4.

Comentdrios

Este é um exemplo em que o método de Newton “perde” para o método da
bisseccao quando a derivada de f é zero na raiz. Considerando os intervalos
dados, a bisseccao nos da, apds 5 iteragoes x ~ 1.00938, enquanto o método de
Newton nos da uma aproximacao similar apenas depois de 10 iteragoes. Uma
medida “justa” seria calcular, por exemplo, o quanto o erro diminuiu a cada
iteracio (|7 — 21 /|7 — 7).

A funcao

1 T 42
p(x)—\/%/o e zdt

calcula a probabilidade de que uma variavel com distribui¢ao normal esteja entre
0 e z. Gostariamos de determinar z tal que essa probabilidade seja 45%.

(a) Formule o problema de encontrar zeros de fungoes associado.

(b) Encontre um intervalo que contenha a raiz. Quantas iteragoes levaria para
garantir que o método da Bissec¢do nos desse uma precisdo de 10727

(c) Monte a iteragdo do Método de Newton aplicado ao problema acima. Qual
calculo requer maior esfor¢co computacional em cada iteracao? Explique.

(d) Faga 3 iteracoes do Método de Newton, utilizando recurso computacional
para o calculo (c).

Este exemplo é similar a qualquer exemplo de céalculo de zero de fungoes, exceto
pelo fato de que a fungdo p(x) é complicada de se calcular. Em cada iteragao
do método, para calcular-se p(x), necessita-se calcular uma integral. Precisamos
encontrar o zero de p(z) = p(x) — 0.45. Utilizando o método grafico, vemos, por
exemplo, que p(0) < 0 e p(2) > 0, e assim pode-se usar a bissec¢do. Depois de
algumas iteracoes, encontra-se x ~ 1.64485.

Uma maneira de contornar o cdlculo da derivada no método de Newton é fixar
p = f'(x0) e realizar as iteragoes

B f(x)
Tpy1 = Tk —
p

(a) Dé uma interpretagio grafica para o método acima. Quais pontos iniciais
nao sao apropriados para o método?

(b) Analise o método acima a partir do método do ponto fixo, aplicado em
uma funcao g(z) = = — A(z) f(x) apropriada. Sob quais condigdes podemos
garantir convergéncia, e com qual ordem?

Este é um método do ponto fixo com A(z) = 1/f'(zg). Ele contorna o calculo
da derivada, mas, como é um método do ponto fixo com a fun¢ao A(x) constante
s6 podemos garantir que a convergéncia seja linear. A interpretacao é como a do
método de Newton, entretanto, para a iteragao seguinte tracamos uma reta com
inclinagdo sempre constante f’'(zg). O resultado serdo retas em paralelo.
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Exercicio 5.

Comentdrios:

Exercicio Bonus.

(Adaptado de Burden & Faires) Utilize o Método de Newton e o Método da
Secante para encontrar, com uma precisio de 107%, o ponto da fung¢io y = x?
mais préximo de (1,0). (Dica: Minimize d(z)?, onde d(x) é a distancia entre um
ponto do gréfico (z,y) e (1,0)).

A distdncia de um ponto da pardbola até (1,0), ao quadrado, é dada por (x —
)24 (y — 0)? = (x — 1)? + 2. Para minimizar esta fungao, encontramos o zero
de d'(z) = 2z — 1.

Uma demonstragdo deste fato encontra-se, por exemplo, no link http://www.
math.drexel.edu/~tolya/300_secant.pdf
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