MTS803D - TOPICOS EM MATEMATICA APLICADA

PoNnTOS INTEIROS EM CORPOS CONVEXOS

1 Enumerador de Pontos Inteiros

Dado um conjunto K C R", com 0 < vol K, nosso objetivo é estimar
H#(K NZ). E intuitivo que se K seja “suficientemente grande”, a quanti-
dade de pontos inteiros em K aproxime-se de vol K, a menos, possivelmente,
de alguns pontos na fronteira. Nesta secao demonstraremos que isto é ver-
dade, e exibiremos cotas para |#(K NZ") — vol K|, quando K é a expansao
homogénea de um conjunto convexo.

Definamos Lg(r) = #(rK NZ™) como a quantidade de pontos inteiros
em uma expansao homogénea de K. Provaremos o seguinte

Teorema 1 (Informal). Se K C R" € “razodvel”, entao

m LE) (1)

r—o0 vol r K

Exemplo 1. Seja K = [—1,1]" um cubo de lado 2. Temos claramente

n—1
#rKNZ")=2r+1)" =2"r"+ Z (n) (2r)" = vol rK + O(r"1).
7
i=0
Portanto:
Lg(r) _
vol rK
Mais do que isso, o “erro” na estimativa de Ly (r) é dado por

lim

L (r) — vol rK| = nzf (”) (2r)f = O™ L.
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O exemplo acima nos mostra que, para conjuntos gerais nao podemos
esperar que o erro seja quantitativamente melhor que O(r"~!). De fato, é
intuitivo que o exemplo do cubo represente, de uma certa forma, o “pior”



erro de estimativa de Ly (r) por vol rK. Veremos a seguir que, a menos de
constantes, esse fato é verdade.

Teorema 1. (Conjuntos Convexos) Se K C R" ¢ um corpo convezo fechado,
o Teorema 1 € vdlido. Neste caso, temos

n—1
n PIn—i n—
|Li(r) — vol rK| < vol K; <Z)7’ =00,
em que
lo= max Fg(x).

we[,%7%]n

€ uma constante que depende de K.

Demonstracao. Seja Fi(x) a funcao de distancia de K. Provaremos as in-
clusoes de conjunto

(r—lp)kc (m+{—%,%r>C(r+lo)K (2)

xeZ"NK

(i) Seja y = x + u, com x € Z" e u € [—1/2,1/2]". Da desigualdade
triangular e da defini¢ao de g segue que

Fr(y) < Fx(x) + Fg(u) <7+,

o que implica y € (r + [y K.
(ii) Sejay € (r—Iy) K. Escrevemos y = x+u, x € Z"eu € [—1/2,1/2]".
Queremos mostrar que x € K. Temos

Fr(z) < Fg(y) + Fr(—u) < (r —lp) +lo =,

0 que completa a demonstracao.
Da tripla inclusao de conjuntos , e da Proposicao la. da primeira aula
temos

111"
_ < _— = <
vol (r —lp) K < vol < U (w—l— [ 2,2] )) <vol (r+1p)K
xeZ"NK
(r —1lp)"vol K < Lg(r) < (r+1p)"vol K.

Aplicando o limite nos trés termos, temos o resultado desejado. Uma simples
manipulagao da igualdade acima nos da o limitante para o erro. O]



Observacao 1. Para o teorema acima nao precisamos, de fato, que K seja
fechado, entretanto neste caso a demonstragcao é “mais limpa”.

Exemplo 2 (Problema do Circulo de Gauss). Seja K = {(z1,22) : 23 + 23 < 1} =
By(1). Na notacdo do teorema acima, ly = \/2/2 e portanto

|Li(r) — mr?| < V2mr +1/2.
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Este problema data de Gauss e expoentes muito melhores que r™~
nhecidos. O melhor limitante assintdtico conhecido para o erro, O(r
¢ devido a Huzley [Hux03].

Teorema 1. (Conjuntos Mensuraveis) Se K C R™ ¢ limitado e 0 < vol K < oo,
entdo o Teorema 1 é vdlido com |Lg(r) —vol rK| = O(r"™1).

Demonstracao. Veja os argumentos en passant de [GL8T, p. 141] ou as notas
de aula do Prof. Fukshansky, p. 64 para uma demonstracao sob algumas
hipdteses adicionais na fronteira de K. O

2 Teoremas de Minkowski e Blitchfield

Os resultados da secao anterior nos mostram estimativas para a quantidade
de pontos inteiros em K. Caracterizaremos, agora, condig¢oes suficientes para
que #(K NZ") # {0}, ou seja, para que haja, de fato, um ponto inteiro nao
nulo em K. Iniciaremos pelo seguinte resultado, largamente utilizado, que
pode ser visto como uma espécie de “principio das casas dos pombos” da
Geometria dos nimeros.

Teorema 2 (Blitchfield). Se vol K > 1, entdao ezistem x,y € K, * # vy,
tais que x —y € Z".

Demonstracao. A demonstragao é feita utilizando uma técnica similar ao
tangram. Seja P = [0,1)" um cubo fundamental de Z". Como P ladrilha o
espaco, existem x, ®o, . .., T, tais que

K=EP+z)|JENP+z) | JE [P +zm).

Portanto .
vol K = Zvol (K ﬂ(P + :I;Z)> > 1.
i=1

Transladando cada interseccao K [\(P + ;) por —x;, temos que

U(K—wi)ﬂp C P = vol (O(K—wz)mp> <1

i=1 i=1
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Figura 1: Ideia da prova do Teorema de Blitchfield. O conjunto K (neste caso
desconexo) é constituido pelas partes coloridas, a serem trasladadas para o
cubo fundamental [0, 1)".

Portanto devem existir ¢ # j tais que (K — x;) e (K — ;) nao sao disjuntos
(veja Figura|l]), caso contrério terfamos

vol (6([(—:&)“7’) = ivol ((K—wi)ﬂp) =vol K > 1.

i=1

Tomando u € (K — x;) (K — x;), vemos que u = k; — x; = ko — ¢, com
ki, ks € Kex;,x; € Z", ou seja, ky —ky € Z", como querfamos demonstrar.
m

O Teorema de Blitchfield é o melhor possivel para conjuntos gerais. Para
ver isso, tome K = (0,1)". Utilizando o Teorema de Blitchfield podemos
demonstrar o

Teorema 3 (Primeiro Teorema de Minkowski). Se K € um corpo convezo,
simétrico em relacdo a origem, e vol K > 2™ entao existe um ponto x # 0
tal que x € K NZ".

Demonstragao. Considere o conjunto HK = (1/2)K. Temos vol HK =
(1/2™)vol K > 1. Portanto, pelo Teorema [2] existem dois pontos (1/2)k;
e (1/2)ky em HK tais que (1/2)k; — (1/2)ky € A. Como K é convexo e
simétrico pela origem, (1/2)K — (1/2)K = K, o que completa a demons-
tracao. L]

Observacao 2. Do teorema acima, pelo fato de K ser simétrico em relagao
a origem, temos #(K NZ"™) = Lk(1) > 3.
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Observacao 3. Nos teoremas de Minkowski e Blitchfield, se K € fechado,
entao podemos substituir > por >.

E possivel generalizar ambos os teoremas, conforme descrito a seguir

Teorema 4 (Blitchfield 2.0). Seja m € N. Se vol K > m, entao existem
m + 1 pontos xi,xs, ..., Ty € K tais que

wl—CE]EZn,Vng,jSm—l—l

Demonstragao. Analisaremos o conjunto K N (1/r)Z", para r suficiente-
mente grande. Vemos claramente que #(K N (1/r)Z") = Lk(r) e, portanto
lm#(K N (1/r)Z")/r"vol K = 1. Como vol K > m, existe 1y tal que,
para r > 1o, #(K N (1/r)Z") > r"m. Para cada x € K N (1/r)Z", seja
u = rx € Z". Como ha pelo menos r"m + 1 possiveis vetores u, e ha
r™ classes de equivaléncia de u mod r, temos, pelo principio das casas dos
pombos generalizado, que pelo menos m + 1 desses vetores estao na mesma
classe de equivaléncia médulo r. Denotando por g, ..., u,, 1 esses vetores
e x; = (1/r)u;, temos:

x,—x;=(1/r)(u; —u;) € Z"N K,
como queriamos demonstrar. O
Muito similarmente ao Teorema 3, podemos mostrar

Teorema 5 (Minkowski 2.0). Se K € um conjunto convexo, simétrico em
relacao a origem, evol K > m2", entao existem m pontos nao-nulos i, ..., T,
tais que x; € K NZ".

Pelas mesmas razoes do Primeiro Teorema de Minkowski (e com um pouco
de cuidado...) temos Li (1) = #(K NZ") > 2m + 1.

Da maneira que enunciamos os teoremas das duas primeiras secoes, é
dificil visualizar claramente qualquer aplicacao. Entretanto, uma simples
generalizagao torna-os ferramentas poderosas.

3 Enumeradores de Pontos Inteiros e Teore-
mas de Minkowski Revisitados

Seja A € R™™ uma matriz invertivel e AZ" = {Ax : @ € Z"}. Temos que
x € KN (AZ") se, e somente se, A~z € A7'K NZ". Assim, existe uma
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bijegao entre os pontos de K N(AZ") e € A~ K NZ", e portanto a cardinali-
dade de ambos os conjuntos ¢ a mesma. Desta simples observagao, obtemos
versoes dos teoremas estudados quando o conjunto Z" é substituido pela ima-
gem de Z" sob uma transformacao linear. Essas versoes sao generalizagoes
poderosas.
Teorema 1. (Sob Transformagoes Lineares) Se K C R"™ é um conjunto
limitado tal que 0 < vol K < oo, entao
. #(KNAZ") 1
lim = :
r—oo  vol rK det A

Teorema 2. (Blitchfield sob Transformagcoes Lineares) Se vol K > det A,
entao existem x,y € K, * # vy, tais que x —y € AZ".

Teorema 3. (Blitchfield sob Transformagoes Lineares) Se vol K > det A,
entao existem x,y € K, x # vy, tais que x —y € AZ".

Similarmente, podemos generalizar os teoremas 5 e 6. Veremos uma aplicacao
destas generalizagoes sobre formas quadréticas (e representagoes de inteiros)
nas proximas aulas. Por enquanto, enunciaremos uma aplicagao em apro-
ximagoes diofantinas.

3.1 Um Teorema sobre Equacoes Diofantinas
Uma forma linear é uma transformacao £ : R” — R do tipo
E(x) =mixy + ... mux,,

com m; € R. Dado y, uma equacao do tipo &(x) = y é dita uma equagdo
diofantina linear. Dadas n formas lineares em n variaveis, associamos a estas
uma matriz A;; = §;(e;) e dizemos que o determinante dessas formas é igual
a det A.

Teorema 6. Sejam &1,...&, formas lineares em n varidveis. Considere a
matriz A;; como descrito acima. Sejam nimeros positivos tq, ..., t, tais que
tity...t, = |det A|. Ezistem um vetor @ € Z™ nao-nulo tal que

&(x:)| <t

Demonstragao. Seja K o parallelotopo K = {x € R": [{(x)| < t;}. Temos
AT'K ={y e R": |y;| <t;}. Claramente A~'K (e portanto P) ¢ um corpo
convexo, fechado, simétrico com relagao a origem e

vol (A'K) = |det A~ vol P = 2", .. . t,.
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Assim , vol K = 2" e o teorema segue do Primeiro Teorema de Minkowski
e da Observagao O

Como um caso especial do teorema acima, tome

-1 0 0 ... 0 m
0 -1 0 ... 0 o
A=
0O 0 0 ... —1 «a,
0O 0 0 ... O 1
As formas linears &;(x) = z; — a;x, possuem solugdes para quaisquer t;

satisfazendo as hipdteses do teorema. Em particular, pra 7 > 0, se t; =
rV/m=1 4 =1,...m—1et, = 1/7, entdo é possivel encontrar solucdes do
tipo

o — i /an| < 7YY g

ou seja, encontramos aproximacgoes racionais com mesmo denominador para
«;. Este caso torna-se nao-trivial se consideramos o; ¢ Q, i =1,...,n.



Exercicio 1. Demonstre o Teorema 5. Por que sé podemos garantir a
existéncia de m pontos, e nao m + 17 Explique também o“pouco de cui-
dado” que temos que tomar para garantir que Lg (1) = #(KNZ") > 2m+1.

Exercicio 2. Escreva uma demonstragao formal dos Teoremas 1, 2 e 3.
Exercicio 3. Demonstre a Observagao [3]
Exercicio 4. Seja K um politopo cruz {& € R" : |z1| + ... + |z,| < 1}
(i) Quanto vale vol K?
(ii) Quanto vale Lk (r)?
(iii) Calcule o erro |Lg(r) — vol K| e compare com o Teorema

Exercicio 5. Repita o exercicio acima para o simplex K = {z € R": 0 < x; < z,, < 1}.
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