MTS803D - TOPICOS EM MATEMATICA APLICADA

MATRIZES INTEIRAS

1 Introducao

O estudo de matrizes com coeficientes inteiros e suas propriedades possui di-
versas aplicagoes na Geometria dos Niumeros. O objetivo é resolver o sistema
linear Az = b, com A € Z™™, b € Z™!, ou determinar quando este sistema
tem ou nao solucao. Do ponto de vista de geometria dos niimeros, seja o
espago afim (conjunto convexo)

S={Az—-b=0:z cR"}.

Gostariamos de determinar SNZ™. As ferramentas utilizadas para encontrar
a solucao deste sistema serao tuteis também no estudo de pontos inteiros em
reticulados.

Nesta secao utilizaremos algumas notagoes bésicas de teoria dos ntimeros.
A notacdo alb significa que existe k € N tal que b = ka. Dados a,b € Z o
méximo divisor comum ¢ entre a e b é um inteiro positivo tal que gla, g|b
e se algum ¢ € N divide a e b, entdo ¢’|g. Denotamos o méximo divi-
sor comum por ged(a,b). Essa definigao se estende naturalmente para n
nimeros aq, . ..a,. Neste caso, o maximo divisor comum satisfaz uma regra
de parénteses encaixados:

ged(aq, . .., a,) = ged(ged(ay, az), as, ..., a,) = ...

2 Propriedades Iniciais
Suponha que n =1 e m = 2. Consideremos o sistema
121 + aox9 = by, com 1, x9 € Z. (1)

Um resultado basico da Teoria dos Numeros é:



Teorema 1 (Identidade de Bézout). A equacdo tem solucao se, e so-
mente se ged(aq, ag)|by. Neste caso, se (x1,2) € uma solugao, todas as outras
solugoes sao dadas por

—a2 a

, kel
ged(aq, az)’ ged(aq, Clg))

(x,y) = (x1,22) + k <

Demonstragao. (=) Suponha que a equacao tem solugao e seja g = ged(aq, as).
Como gla;y e glaz, gld.

(<) Seja go 0o minimo valor positivo para a2} + asz}, ), z), € Z. Dividindo
aj por go, temos a; = kgo + r, com r da forma a,y; + asys < a1 + asxy e
portanto da minimalidade de g, necessariamente r = 0, ou ainda gg|a;. Pelos
mesmos argumentos, golaz, e da condigao de minimalidade gy = ged(aq, as).
Como by = kged(ay,az), entdo x; = kx| e xo = kal, formam uma solucao
para a equacao. Para determinar todas as outras, seja Ty, T, outra solucao.
Temos

ai
ged(aq, as)

a
a1(Ty — 1) +az(To—22) =0 = (T1—21) = —m(m—yl)-
Como ay/ ged (ay,a2) € as/ ged (aq, as) sdo co-primos, isso implica necessaria-

mente que a1/ ged (ag, az) = —k(y, — y1), e az/ ged (a1, a2) = k(T —x1). O

3 Forma Normal de Hermite

Seja A € Z"™*™ uma matriz com determinante nao-nulo. Gostarfamos de de-
terminar as solugoes para o sistema Ax = b sem realizar qualquer operacao
fracional (ou seja, apenas multiplicagbes por inteiros sao permitidas). Neste
contexto, dizemos que duas matrizes A e B com entradas inteiras sao equiva-
lentes a esquerda se existe uma matriz inteira U, invertivel, tal que A = UB.
E claro que uma matriz U € Z"*"™ é invertivel se, e somente se, det U = +1.
Tais matrizes sao chamadas de unimodulares. Como o produto de matrizes
unimodulares é, novamente, uma matriz unimodular, essas matrizes formam
um grupo, denotado por Gl,(Z). Em particular, as matrizes de permutagao
e mudanca de sinal pertencem a Gl,,(Z). Utilizaremos extensivamente o fato
de que as seguintes operacgoes elementares podem ser traduzidas por meio de
multiplicagao por matrizes unimodulares:

(i) Troca de linhas/colunas

(ii) Troca de sinal de uma linha/coluna

2



(iii) Somar a linha/coluna ¢ um multiplo inteiro da linha/coluna j.

Dizemos que A esté na forma normal de Hermite (HNF daqui para frente)
se A ¢ triangular superior, com 0 < A;; < A;;,7 =i+ 1,...,n. Para realizar
a forma de Hermite, operaremos apenas por linhas, mas para a forma de
Smith, necessitaremos de operagoes por colunas.

Teorema 2. Toda matriz inteira nao-singular € equivalente a esquerda a
uma matriz na forma normal de Hermite.

Vamos comecar por provar o seguinte lema, que sera também ttil na
construgao de Forma Normal de Smith, na préxima secao.

Lema 1. Seja A € Z™"*™. FEuxiste uma matriz unimodular U tal que

g * * ... *
0 * *x ... %
UA= ,
0 * *x ... x
em que g = ged(aq, asty ..y An1)-

Demonstra¢ao. Suponhamos que ay; # 0, caso contrario multiplicamos A a
esquerda por uma matriz de permutacao tal que a;; satisfaga isso (caso todos
os elementos da primeira linha sejam nao-nulos, o Lema torna-se trivial).
Seja g1 = ged(aqi,az;) e w1, Top inteiros tais que aj1xyy + a e = gp.
Construimos a matriz unimodular Ul

(71: x11 T21
—CL21/91 CL11/91 ’

e a estendemos para uma matriz U; de ordem n x n , tal que:

(U, o0
Ul—(o I)

Temos que U; é uma matriz unimodular. Além disso, U3 A é da forma

g1 *

0 *

U A = agp * *
Ap1 * % ... %



Podemos agora multiplicar U; A a esquerda por uma matriz permutagao U,
tal que

T *
as; ¥ k... %
U U, A = 0 = * ... x
ap1 * X .. X

Repetindo os mesmos argumentos anteriores sucessivamente, podemos en-
contrar, ao fim, uma matriz unimodular U tal que

17 *

0 Co. ok
UAd=1 0 = % ... = |

0 * *x ... %

em que g = ged. .. (ged(ged(aqy, as),as,...). Pela regra dos parénteses
encaixados, § = g, o que completa a prova. O

Demonstragao do Teorema [J: Por indugdo na dimensao da matriz. Para
n = 1, o teorema ¢ trivial. Suponha que o teorema seja valido para matrizes
de ordem (n — 1) x (n — 1). Pelo lema acima existe U; tal que

_ (9 0
UIA—(O A)’

em que A tem dimensoes (n—1) x (n—1) ¢ os vetores nulos tem as dimensoes
apropriadas. Pela hipdtese de inducao, existe U, tal que Us A estd na forma
normal de Hermite. Considere a matriz unimodular

1 0
= (o o )-

Claramente a matriz B = UsU; A é triangular superior e satisfaz a condigao da
forma de Hermite, exceto pela primeira linha. Para finalizar a demonstragao,
basta somar a primeira linha, miltiplos convenientes das outras linhas (o que
pode ser realizado através de multiplicagdo por matrizes unimodulares). Mais
formalmente, efetuando a divisao de By; por B;j, j > 2, tomamos k; tal que



By = Blj +k;Bj;, 0 < Blj < Bj; e fazemos

1 —ky —ks ... —k,
0 1 o ... 0
U3: 0 0 .
o o . .0
0 0 1

O produto UsU,U; A esta na forma de Hermite, com Us, Us e U; unimodulares,
finalizando a demonstracao. O

A generalizacao da forma normal de Hermite para matrizes nao quadradas
é natural. Por exemplo, para matrizes com (n + t) X n colunas, a matriz
reduzida é da forma

em que B¢ quadrada e satisfaz as condi¢oes de Hermite e 0 é uma matriz
nula de dimensdes apropriadas. Além disso, caso a matriz seja singular,
podemos relaxar a condigao de dominancia diagonal para A; # 0 — A; >
Ai; > 0,7 =i+ 1,...,n. Assim, terfamos uma decomposi¢ao de Hermite
possibilitando zeros na diagonal.

Em [New72, Teo. I1.3] é demonstrado que dada uma matriz B de posto
completo, a sua forma normal de Hermite é tnica. Portanto, daqui para
frente falaremos da forma norma de Hermite de uma matriz.

Incidentalmente, na demonstracao da forma normal de Hermite exibimos
um algoritmo com nimero polinomial de operagoes aritméticas para calcula-
la. Entretanto, pode ser que os numeros envolvidos nos calculos cresgam
demais, o que tornaria o algoritmo nao-polinomial. Em [Coh00, Sec. 2.4] é
exibido um algoritmo que evita o crescimento desses niimeros, provando que
a forma normal de Hermite pode ser realizada em um nimero polinomial de
operacoes em n,m e max |a;;|.

Um coroldrio da forma normal de Hermite sao algoritmos ezatos (sem
problemas de arredondamento), para resolver o sistema linear Az = b e para
inverter a matriz A, inteira (ou racional).

4 Forma Normal de Smith

Seja agora uma matriz A € Z™*". Gostariamos de saber sob quais condigoes
o sistema Ax = b possui uma solucao inteira. A Forma Normal de Smith,
reminiscente da Forma Normal de Hermite, resolve este problema. Para
definir a forma de Hermite, utilizamos equivaléncias a esquerda. Para a



forma normal de Smith, precisamos de equivaléncias a esquerda e a direita.
Assim, diremos que duas matrizes A, B € Z™*" sao equivalentes (no sentido
de Smith), se existem matrizes unimodulares U € Gl,,(Z) e V € Gl,,(Z) tais
que A=UBYV.

Teorema 3. Toda matriz A € equivalente a

(D o
= 5);

em que
s1 0 ... 0
N
00 s
¢ uma matriz satisfazendo s;|s;41,i =1,...k e k < min(m,n).

Demonstra¢ao. Faremos a prova para o caso m = (n+t) > n, t > 0. Se
n = 0 o teorema ¢ trivial, e segue do Lema 1. Para n > 1, suponhamos, sem
perda de generalidade que a;; > 0.

(i) Reducao da primeira linha e primeira coluna: Queremos encontrar

matrizes U e V tais que
(90
UAV = ( 0 A ) . (2)

Pelo Lema 1, existe U; € Gl,,,(Z) tal que

(1)

[
0 * x ... %

UlA = 0 * x ... % | (3)
0 * =* *

em que g§1) = ged(aqy, ..., an1). Se todos os elementos da primeira linha de

U, A sao miltiplos de g{, podemos subtrair cada coluna de um miiltiplo da
primeira, de modo a obter a forma desejada (é claro que esta operacao pode
ser feita por meio da multiplicacao a direita por uma matriz V; € Gl,(Z)).
Caso contrario, aplicando uma versao “a direita” do lema, existe uma matriz



Vi € GL,(Z) tal que

@ 0 0 0
a2k x *
21
(2)
UhAVI = | az * % 1
a® % ok L ox
com 0@ = ged (o™ 1) ]
g9, =ged(gy s ar2, ars, . .., a1) < gy . Novamente, se todos os elemen

tos da primeira coluna de U; AV} sao multiplos de gf), podemos encontrar
uma matriz Us tal que Us(U; AV)) possui apenas a primeira linha e primeira
coluna nulas. Caso contrario, repetimos o processo para obter uma ma-

triz como da equacao , com g§3) < g§2). Repetindo estas operacgoes, como

estamos decrescendo o valor de gy)

gf) = 1, ou todos os elementos da primeira linha/coluna da matriz corres-

pondente multiplos de gﬁi). A partir dai, realizamos mais uma reducao e

transformamos a matriz no formato desejado .

(ii) Divisao por g: Até este momento, obtemos apenas uma matriz A com
primeira linha/coluna nula, exceto pelo primeiro elemento, que denotaremos
por g. Para aplicar a hipétese de inducao efetivamente, precisamos garantir
que g divide todos os outros elementos de A. Isto pode ser garantido por
operacoes elementares da seguinte forma.

Suponha que algum elemento a;; nao ¢ divisivel por g. Por meio de
operacoes elementares, substituimos a coluna 1 pela soma entre a coluna 1
e a coluna j e, a partir dai, repetimos o processo do item (i) para deixar
a nova matriz no formato [2] A resultante serd uma matriz tal que o novo
elemento (1, 1) é um divisor préprio de g. Como este processo sempre reduz
g, eventualmente chegamos em um estigio em que o elemento (1, 1) da nova
matriz (A, digamos) divide todos os outros elementos.

(iii) Passo de Indugao: Realizando as operagoes em (i) e (ii), temos:

(9 O
vav— (1%

Pela hipétese de inducao, existem U , V tais que UAV esté na forma de Smith,
o que finaliza a prova. O

a cada passo, eventualmente teremos

4.1 Significado da Forma de Smith

Os elementos s; da diagonal na forma normal de Smith tem um significado
muito claro em termos da matriz original. Eles sao estao relacionados com o
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que chamamos de divisores determinantais de ordem i. Seja Z,, = {1,...,n}.
Denotamos por A, , a submatriz de A obtida considerando as linhas de
w, T CZI,. O i-ésimo divisor determinantal de A é dado por

d;(A) = ged (det A,.).
P

Um resultado auxiliar utilizado é a féormula de Cauchy-Binet, que é valida
de maneira bastante geral.

Lema 2. Sejam A € R™* B ¢ R¥>",

det AB = Z det Az, ,det B, 7,.

WETLn,
Hw=n

Proposicao 4.1. Duas matrizes equivalentes possuem os mesmos divisores
determinantais.

Demonstragao. Seja A =UBV, com U € Gl,,(Z) e V € Gl,,(Z). Utilizando
uma versao do Lema acima,

det B, ; = Z det U, gdet Az, detV, ;,
By

em que a soma é sobre todos os (5,7 € Z, com cardinalidade k. Portanto,
como di(A) divide Ag,, temos que dj(A)|det B, ., para qualquer w,T, e
portanto di(A)|dx(B). Analogamente, temos que dy(B)|dx(A), de onde de-
duzimos que di(B) = di(A). O

Da proposicao acima, segue que A e sua forma normal de Smith possuem
os mesmos divisores determinantais. Mas os divisores de D sao claramente
di(A) = s1
dy(A) — 5951 n
dp(A) = SgSk—1 ... 51.

Assim s; = d;(A)/d;_1(A). Incidentalmente, isso demonstra que d;_1(A)|d;(A).

Definimos £ = max 4 como o posto da matriz A.
di(A)£0

Teorema 4. Duas matrizes A e B sao equivalentes se, e somente se, possuem
0s mesmos divisores determinantais.

Assim, os divisores d;(A), bem como os elementos da forma de Smith
si(A) s@o invariantes por equivaléncia.
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5 Aplicacoes

5.1 Sistemas Lineares Inteiros

Seja A uma matriz m x n e b. Queremos encontrar as solugoes inteiras de
Axz = b. Aplicando a forma normal de Smith, temos UAV = D, considere
y=V-'ixec=Ub

Arx=b <— Dy =c.

O sistema acima tem solucao se, e somente se, s;|c;. Neste caso, qualquer
solucdo é dada por y; = s;/ci,i=1,...key; € Z,i=k+1,...,n. Assim, a
forma paramétrica das solucoes é dada por

SHZ":{V(ZI):ylzD_lc,eygeZn_k}. (5)
2

Uma outra consequéncia é a identidade de Bézout generalizada.

Proposicao 5.1. A equacao a;1xq + a1ax2 + ... + ay,x, = d tem solugao

se, e somente se, d = kged(ay,...,a1,). Neste caso, dada uma solugdo
0 .
29, ,:1:7(1 ), todas as outras podem ser descritas como em .

Como segundo exemplo, considere o sistema linear

-1 n; O v ay
(50 ) ()= (0,
ko
com as variaveis x, k1, ko. Suponhamos que ged(ng,ng) = 1. Aplicando a
reducao de Smith, vemos que a matriz do lado direito é equivalente a uma
matriz cujos fatores de Smith sao todos iguais a 1. A partir dai, é facil ver que

o sistema sempre tem solugao. Este sistema é um caso especial do Teorema

do Resto Chinés [Coh00]:

T = a; mod ny
T = ay mod ns.

5.2 Pontos Inteiros em Dominios Fundamentais

Seja [0,1)™ o cubo {x € R™: 0 < x; < 1}. O paralelotopo fundamental asso-
ciado a uma matriz A € Z™™ é definido como P(A) = {Ax : x € [0,1)"}.

Por exemplo, em R?, para
2 3
=(19)
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temos o paralelogramo (nem aberto nem fechado)
P(A) = {(2x1 + 2,3z + bxs),0 < 21,29, < 1},

que possui 7 pontos inteiros. E uma aplicacao interessante da forma de
Hermite (ou Smith) mostrar que #(P(A) NZ") = |det A|. Seja A = UDV,
em que D estd na forma normal de Smith. Gostariamos de encontrar os
possiveis y € Z" tais que

y=Ax,zc|0,1)"x.

Esse sistema é equivalente a
Dw = u,

em que w = Ve eu = U ly. E claro que u € Z" <= y € 7Z (resp.
w € ZL" <= «x € Z"). Da forma de Smith, temos s;w; = u;. Como
x € [0,1) nao é inteiro, excetuando a origem, as tinicas opgoes para u; Sao
do tipo u; = k;s; + 1, em que 0 < r; < s; (ou seja, hd s; escolhas para o
resto). Mostramos que fixados r;, existe um tdnico k; (e portanto um tdnico
w) tal que £ = V~'w € [0,1)". Com efeito, caso contrario, w e w’ tais
que V7tw, V~lw' € [0,1)". Isso implica que V1w — w') € (=1,1)", e
como w — w’ é inteiro (por qué?) V!(w — w’) também ¢ inteiro, ou seja,
w = w'. Assim, cada escolha para r; estd associada com um tnico ponto
inteiro em P(A). Como temos s; escolhas para cada 7;, no total temos
$182...5, = | det A| pontos inteiros em P(A).
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Exercicio 1. Seja
—868 —980 —231
2254 2695 630
2541 2569 616

Mostre que A é equivalente a uma matriz diagonal com elementos 7,7 e 91.

Exercicio 2. (Completamento Unimodular) Seja = (z1,...,x,) € Z" com
ged(xq, ..., 2z,) = 1. Prove que existe uma matriz U € Gl,,(Z) cuja primeira
linha é igual a . Estenda este resultado para o caso ged(zy, ..., 2,) =g > 1.

Exercicio 3. (Defeito de Ortogonalidade) Seja B € Z"*" uma matriz nao-
singular e by, ..., b, as suas linhas. O defeito de ortogonalidade dos vetores-
linha de B ¢é definido como

[ ][ [[b2]] - - [|bn]]
| det B| ’
em que ||-|| é a norma euclidiana. Mostre:

(a) Mostre que vy(B) > 1, para qualquer B
(b) Se M = max; ; ’BU|7
det B < (VnM)".

(¢) Mostre que qualquer matriz nao-singular B € Z"*" é equivalente a
esquerda a uma outra matriz cujo defeito de ortogonalidade é menor
ou igual que vn!.

Exercicio 4 (Newman [New72]). Seja A € Z"™" com det A # 0. Mostre
que o menor inteiro positivo tal que tA™! € Z"" é t = s,(A) (o n-ésimo
elemento da diagonal na sua decomposi¢ao de Smith).
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