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1 Teorema de Pick

Nesta primeira secao, falaremos sobre um resultado de Pick que foi publicado em 1899.
O Teorema de Pick relaciona a area de um poligono convexo com a quantidade de
pontos inteiros dentro desse poligono. Primeiramente, vamos definir alguns nimeros

relacionados com um poligono e logo depois enunciar o teorema.
Definicao 1. Seja P um poligono. Definimos os nimeros

e Ap := drea de P;

o [p := #{pontos inteiros no interior de P};

o Fp := #{pontos inteiros na fronteira de P}.

Teorema de Pick. Seja P um poligono convexo de vértices inteiros. Entao

F
Ap:Ier?P—l.

Nessas notas, vamos usar as ideias usadas em [3] para demonstrar esse Teorema.
Murty e Thain usaram o Teorema de Minkowski para provar o Teorema de Pick e essa
nao ¢ a demonstracao original.

Demonstragao: Faremos a prova deste teorema em 4 passos.
Passo 1. Se P = P, U Py, P; e Py sao poligonos convexos que satisfazem o teorema e
P1 NPy é um segmento de reta, entao P satisfaz o teorema.

Prova: Suponha que P = P; U Py, P; e Py sao poligonos que satisfazem o teorema,

isto é,
E
A”)l = _[7)1 + ;Dl - 1
E
APQ = _[7)2 + ;92 - 1
e P1 NPy é uma aresta. Geometricamente,

L &5

Figura 1: P =P, UP,



Seja D = #(P; N'Ps). Note que

(Fp, + Fp,)

Ap = Ap, + Ap, = Ap = (Ip, + Ip,) + 5

-2,
Ip=Ip, +1Ip, + D —2,

Fp=(Fp,— D+2)+ (Fp,— D)= Fp, + Fp, — 2D + 2.

Assim,
JP+%—1 = (Ip1+1p2+D—2)+(FP1+F7’22_2D+2)—1
_ 1p1+1p2+M+D—2—D+1—1
= ]P1+]P2+M_2:AP7

donde concluimos que P satisfaz o teorema. Observe que podemos generalizar esse
resultado se P puder ser escrito como uma uniao de um quantidade finita de poligonos
(via indugao).

Passo 2. Todo poligono convexo P pode ser escrito como P = A; U---UA,, em que
cada A; é um triangulo e existe um vértice V' de P que pertencem a todos os A;’s.
Prova: Seja V um dos vértices de P. Ligando V a todos os demais vértices de
P, conseguimos decompor o poligono em triangulos. Observe que a quantidade de

triangulos ¢é igual a quantidade de lados do poligono menos 2.

Figura 2: P =A;U---UA,, com A; triangulo

Passo 3. Cada A; pode ser escrito como A; = A;; U--- U Ay, em que 4;, é um
triangulo elementar (triangulo cujos pontos inteiros sao apenas os vértices).
Prova: Dado um ponto inteiro no interior de algum A;, é possivel liga-lo por segmentos

de reta aos 3 vértices de A;. Fazendo esse procedimento indutivamente (o processo
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para, pois existe uma quantidade finita de pontos inteiros dentro de um triangulo),

conseguimos decompor cada triangulo em triangulos elementares.

Figura 3: A; = A U---U Ay, com Ay; triangulo elementar

Passo 4. A area de cada triangulo elementar é %

Para demonstrar esse fato, vamos usar o seguinte resultado:

Lema (Teorema de Minkowski). Seja C' uma regiao convezra, simétrica e limitada
em R"™ com volume maior que 2". Entao C' contém pelo menos um ponto inteiro nao

nulo.

Prova: (do Passo 4.) Vamos usar a Figura 4 para nos auxiliar. Seja AABC um
triangulo elementar. Primeiramente, rotacione o triangulo AABC' por cada um de
seus vértices, obtendo os triangulos azul, verde e vermelho. Depois translade cada um
desses triangulos para obter metade de um paralelepipedo e complete o paralelepipedo.
Observe que existe um tnico ponto inteiro no interior do paralelepipedo. Tranlsadando
a figura de tal forma que esse ponto coincida com a origem, obtemos uma regiao
convexa, limitada e simétrica. Como nao existem inteiros nao nulos no interior do
paralelepipedo, segue do Teorema de Minkowski que a &area desse paralelepipedo é
menor que ou igual a 4. Como a area é invariante por rotagoes e translagoes, temos
que a area do paralelepipedo é igual a 8 vezes a area do AABC'. Dai, Aaapc < % Por

outro lado, é possivel calcular a area do AABC da seguinte forma: Aaxapc = %| det M|,

em que
ra ya 1

M = rB yB 1 y
o yo 1

A = (za,y4), B = (xp,yp) e C = (z¢,yc). Como as coordenadas de A, B e C' sao



inteiras e o triangulo é nao degenerado, segue que |det(M)| € N, isto é, Apapc > %

Portanto, Aaapc = 3.

Vaa

Figura 4: Ilustracao da prova do Passo 4

Para concluir a demosntragao, basta verificar que cada triangulo elementar A sa-

tisfaz o teorema. De fato,

1 3 Fr
An==-=042—1=Ta+-2_1,
) *3 At



2 Teorema de Ehrhart

Antes de ir para o teorema desta secao, vamos dar algumas definigoes. Um politopo P
em R" é o fecho convexo de uma quantidade finita de pontos, isto é, dados vy, ..., v €

R"™, definimos o fecho convexo desses pontos por

k d
ConvHull(vy, ..., v) = {Z a;v; s a; > 0e Zai = 1} )
i=0 i=0
Em alguns casos, um politopo pode ser definido como sendo {z € R" : Az < b},
em que A € M,,xn € b € M,,x1. A dimensdao de um politopo é definida como a
dimensao do espaco afim gerados pelas combinacoes convexas de elementos de P, isto
é, a dimensao de
{z+ty:z,ycePetecR}

Denotamos a dimensao de P por dimP. Se um politopo P tiver dimensao d € N,
diremos que P é um d—politopo. Temos que um d—politopo convexo tem pelo menos
d+1 vértices. No caso em que a quantidade de vértices for precisamente d+ 1, diremos
que o politopo é um d—simplexo. Por exemplo, todo triangulo é um 2-simplexo.

Para finalizar as definigbes, chamamos um politopo de inteiro (racional) quando os
vértices tem coordenadas inteiras (racionais).

[1] é uma boa referéncia para essas definigoes e alguns resultados sobre esse tema.

Estamos prontos para ir para a teoria.

Teorema de Ehrhart. Se P C R" € um d—politopo inteiro convero, entio a fun¢ao
lp(t) .= #(tP NZ") coincide com um polinomio de grau d,Vt € Ny. Esse polinomio é
denotado por Lp(t) e é chamado de polinémio de Ehrhart.

Esse teorema foi demonstrado em 1962 por Ehrhart. Na demonstragao original, ele

usou a equivaléncia (i)-(iii) da seguinte Proposicao.
Proposicao 1. Sejam f : Ny — C uma funcgao e d € Ny. Sao equivalentes:
(i) Existe P(z) € C[z] com OP < d tal que
P(z)
t_
D[ = A=t

t>0
(ii) V¢ € Ny,
d+1 d+1
d+1—k —
§ (—1)4+t ( N )f(t+k)_o.

k=0

(iii) Ewiste um polinomio de grau < d que coincide com f(t),Vt € Ny.



Em 2009, Sam [4] deu uma nova demonstra¢ao para o Teorema de Ehrhart em que
ele usou a equivaléncia (ii)-(iii). Neste trabalho, vamos refazer as ideias usadas por ele,
entdo vamos demonstrar apenas a equivaléncia (ii)-(iii) da Proposic¢ao 1.
Demonstracao: (ii) < (iii)

Suponha f nao identicamente nula. Vamos por indugao em d.

Caso base (d = 0):

(i) 0= o (D" () ft+ k) = f(t+1) — f(),Vt € N
(iii) f(t) coincide com um polinémio de grau < 0,Vt € Ny.

Note que (iii) < f(t) = constante, Vt € Ny < f(t + 1) = f(t),Vt € Ny & (ii).

Suponha que (ii) < (iii) para algum d — 1 € N. Vamos mostrar a equivaléncia para

d.
(iii) = (ii): Por hipétese de inducdo, se p(t) coincide com um polindémio de grau
<d—1,Vt € Ny, entao Zizo(—l)d*k (Z)p(t + k) = 0. Seja f(t) um polinémio de grau
< d. Entao ¢(t) := flt+1) — f(t) ¢ um polinémio de grau < d — 1. Dado ¢t € Ny,
temos que f(t) = f(t), dai:

d d N
o = Y () [ERETR )
- Z( 1y ’“(k>f(t+1+k‘)—§( () ste )
- Z( 1yt k(kd1)f<t+k>—é(—w—k@)mm
=t +de)+( 1>d“f<t>+k2:< v () ()] e m
- Z( per (T e

em que usamos a relagao de Stifel na ultima passagem.

(i) = (iii) Seja f tal que 3po(—1)4* (T f(t + k) = 0. Pela construcio anterior,
temos que g(t) := f(t + 1) — f(t) satisfaz S¢_ (=1)%* (N g(t + k) = 0. Por hipétese
de indugao, g(t) coincide com um polinémio de grau < d — 1,Vt € Ny. Note que

fE+1) =g®)+ft) =g@) +9(t =) + f(t=1) = :Z ) =5+ f(0).

Suponha que g(t) = go + - -+ + ga_11471,Vt € Ny. Dali,

t t t
T ST TEIS PR SIS
k=0 k=0 k=0



Como para cada r € {0,...,d — 1}, 22:0 k™ é um polinémio em t de grau r + 1,
segue que S coincide com um polindémio em ¢ de grau < (d — 1) +1 = d,Vt € Ny (<,
pois pode ocorrer g5 1 = 0). Como f(0) é uma constante, segue que f coincide com
um polinémio em t de grau < d,Vt € N.

Definicao 2. Uma triangulacdo de um d—politopo convexo € uma colecao finita de
d—simplezos T = {A;} tal que

2. Se A; e A; €T, entao A;NA; € uma face comum de A; e A;.

Lema 1. Para todo politopo convexo P, existe uma triangulagao em simplexos {A;}

tal que o conjunto de vértice dos A;’s coincide com o conjunto de vértices de P.

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema de Ehrhart.

Demonstragao: Pela Proposicao 1, ¢é suficiente mostrar que

d+1
d+1
Z(—1)d+1—k( Z )ep(t + k) =0,Vt € Ny,
k=0

isto é,
d d+1
lp(t+d+1) = —1)%F (p(t + k), Vt € N,.
plt e ) = S (T Jente v ey

0

Pelo Lema 1, basta mostrar essa propriedade para P simplexo. Antes de formalizar,
vamos verificar um exemplo geometricamente. Considere P o triangulo com vértices
em (0,0),(4,0) e (4,4) (d =2 et =0). Geometricamente, temos

3p (12,12)
2p
® p2
(4,4) 2p
»
»
(0,0) (4,0) (0,0 2p (12,0)

Figura 5: £p(3) = 36p(2) — 30p(1) + 1



E usado o principio da inclusao-exclusao para contar a quantidade de pontos inteiros
em 3P nesse exemplo e essa é a ideia para o caso geral.

Considere o simplexo P de vértices {vy, ..., vq4} e t € Ny. Para cada i € {0,...,d},
considere Q; := (t + d)P + v; e defina Q = |J Q;. Intuitivamente, cada @); é uma cépia
de um multiplo de P tranladado pelo vértice v; e @ = (t +d + 1)P.

Vamos usar o principio da inclusdo-exclusao para determinar #(Q N 7Z"):

d d
#(QNZ") = # QiNZ" | = # QiNZ"
@nz (U ) ZUO“TJ)
= Z#R— > #RNR;+- (ﬂR)
0<i<j<d

Para isso, precisaremos calcular a cardinalidade de todas as possiveis intersegoes

dos @;’s (pois (R; = Qi NZ").
Observe que, dado j € {0, ...,d}, temos

Q; = {vy+{t+dp:peP}

d d
= {Uj+(t+d)20ivi:ci20e ch.zl}

i=0 i=0
d
= Z(t+d)civi—|—[(t+d)cj+1]vj:ciZOe Zcizl
i#] a o i=0
i J
d d
= {Zaivi:aizo,z’;&j,ajZIeZal—t—l—d—kl}
i=0 1=0

Para cada I C {0,...,d}, temos:

d d
ﬂQi: {Zaivi:aizo,w¢l,aj >1,Vjele Zai:t+d+1};
iel i=0 i=0

Seja Ry = (t+d+1—#I)P + .., vi. Entao

d
Ry = {Z(t—i—d%—l—#lczvﬁ—ZvZ c¢; >0, ch_l}

i=0 i€l
d
= Z(t%—d—i—l—#lclvz—l—z t+d+1—#I)cz ‘301‘2072@‘:1
il ai, ngI tel alzGI =0

d d
= {Zaivi:aiZO,iil,aiZLiE]e Zai:t+d+1}. (1)

=0 1=0



Vamos explicar um pouco melhor como chegamos a igualdade envolvendo o so-
matério em (1). Temos que

HI<d+1=t+d+1—#I>t>0e¢ >0.

Dai, se i ¢ I, entdo a; > 0 e se i € I, entdao a; > 1. Também,

d
doag = D (ttd+1—#Dci+ Y [(t+d+1—#I)c;+1]
i=0 i¢l il
= (t+d+1—#D> a+(t+d+1-#D)D ¢+ 1
il icl il
d
= (t+d+1—#1)) c+#I
=0
1
= t+d+1

Portanto, concluimos que

NQi=t+d+1—#D)P+> v
iel iel
Da igualdade anterior e usando o fato que cada v; é inteiro, temos que, dado I tal
que #I =kemque k€ {1,...,d+ 1},

# (ﬂszn> = # (((t+d+1—k)73+2vi> ﬂZ”)

= #((t+d+1—kE)PNZ") =lp(t+d+1—Fk).

Pelo principio da inclusdo-exclus@o (visto acima) e usando o fato que ha (dzl) =
( d+1

J ka) subconjuntos de cardinalidade k, temos que

#(QNZY) = Z#R— > #R,NR;+- (ﬂR)

_ (dTl)ﬁpz:];:11)(d; )ep(t+d+1—2)+
bt (<) (gil)ép(t+d+1—(d+1))

_ %(—l)kl(dzl)ﬁp(t—l—d—irl—k)

_ i(_md-m(d;l)ep(wm),
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em que m = d+1—k. Para finalizar essa parte, devemos verificar que Q = (t+d+1)P
(daf, #(QNZ") =lp(t+d+1)).
(€) Seja ¢ € Q. Entao ¢ € Q;, para algum j € {0,...,d}. Dai ¢ = Z?:o a;v;,

com a; > 0, para i # j, a; > 1l e Z?:oai =t+d+ 1. Logo Z?:Ot+?1i+1 =1le
q=0 (t+d+ 1w, em que ¢; = a7 > 0,Vi. Portanto, g € (t +d +1)P.

D) Sejaq € (t+d+ 1)P. Entao ¢ = C.l: t4+d+1)cv;, c; >0e C.l: ¢; = 1. Logo
=0 =0

ijo(t +d+ 1) =t+d+1ea; = (t+d+1)c; > 0,Vi. Resta mostrar que existe

j €{0,...,d} tal que a; > 1. Suponha que 0 < a; < 1,Vi. Entaot+d+1 = Z?ZO a; <

Z?:o l1=d+1<t+d+1, oqueé um absurdo. Portanto, ¢ € ;, para algum j,

donde concluimos que g € (). Portanto, concluimos que

d
lp(t+d+1) = Z(—nd—’f (dz 1>£p(t + k)
k=0
e pela Proposicao 1, existe um polinoémio Lp(t) de grau < d tal que ¢p(t) = Lp(t),Vt €
Np. Para concluir a demonstragao, devemos mostrar que o grau desse polinomio ¢é
exatamente d.

Transladado P de forma que vy coincida com a origem (se necessario), temos
que vi,...,vg sao vetores L.I., pois P é d—dimensional. Dados inteiros positivos
kl,...,kd,lz:l,...,/;d < 't, temos que kvy + - -+ kqug = 1%1v1+~-+1%dvd<:> k; = l%i,Vz’.
Assim a quantidade de vetores distintos v = kyjvq + - - - + kgvg é exatamente t?. Note

que todos os v escritos dessa maneira pertencem a (dtP N Z™), pois
d d d
o V= Zi:() k?ﬂ)i, com ko =0e Zi:O kz S Zi:lt = td.
e veE /" poisv; € ZL" e k; € Z,Vi.

Assim, #(dtP NZ") = Lp(dt) > t¢. Isso implica que dLp > d, pois caso contrario,
t4 < Lp(dt) = ag+- - -+aqg_1d¥ 1471Vt € Ny, o que é um absurdo. Portanto, dLp = d.

Teorema de Ehrhart (Racional). Se P C R" € um d-politopo racional convexo,
entdo a fungao bp(t) == #({AP NZ") coincide com um quasi-polinémio de grau d,¥Vt €
Np.

Observagao. Um quasi-polinomio de grau d é uma funcao f: N — C da forma
() = ca(t)t? + - co(t),

em que cada ¢; € uma funcdo periodica de periodo inteiro e cq # 0.
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Demonstragao: A ideia é bem parecida com a demonstracao do Teorema de Ehrhart.
Vamos fazer uma pequena alteracao ao tomarmos os conjuntos ¢); e R;. Como o
politopo é racional, existe s € N tal que sP é um politopo inteiro. Dessa forma, dado
ke {0,...,s—1}, considere Q; := (t+ k+ sd)P + sv;, para cada i € {0,...,d}, e dado
I C{0,...,d}, considere Ry := (t +k +s(d+1—#I))P + >, sv;. Verificamos que

d d
Q; = {Zaivi:aiEO,i#j;ajZSe Zai:t+k+s(d+1)}

=0 =0

d d
mQZ = {Zaivi:aiZO,igéI;aiZs,iEIe Zai:t+k+s(d+1)}
iel i=0 =0

d d
R = {Zam:aiZO,iél;aizs,iele Zai:t+/€+s(d+1)},

i=0 =0

donde concluimos que

NQi=t+k+sd+1-#D)P+Y_ sv.
i€l i€l

Verificamos também que

d
Q=JQi=(t+k+sd+1)P.

Usando o principio da inclusao-exclusao, temos que

#QNZ") = #(U(sz”)>

1=0

d
lp(t+k+s(d+1)) = Z(—l)d—m(d;1>€p(t+k+sm)

m=0
Suponha que t+k =0 (mod s). Dai, para cadam € {0,...,d+1}, {p(t+k+sm) =
Up(sBE +m) = Lp(PE +m), pois Ip(st) = #(stP NZ") = #(t(sP) NZ") = Lp(t).

Portanto,
d
t+k d+1 t+k
bip| —+d+1) = g —1)m bip | ——

m=0
e pela Proposicio 1, existe um polinémio Lf5(¢) de grau < d tal que lp(t) = Lk (t),Vt €
Ny, com ¢t = —k (mod s). A passagem para mostrar que o grau é exatamente d é
analoga a do caso anterior.

Fazendo esse procedimento para cada k € {0,...,s — 1}, obtemos s polinémios
L*,(t)(a principio distintos) de tal forma que £p(t) coincide com algum L%, (¢), depen-

dendo da classe de congruéncia de ¢ médulo s.
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3 Semigrupos Numéricos

Defini¢ao 3. Dizemos que H C Ng ={0,1,2,...} € um semigrupo numérico se:
e 0 H;
e a,be H=a+bec H;
e Ny \ H é um conjunto finito.

Denotamos o conjunto das lacunas do semigrupo numérico H por G(H) := Ny \ H,

o qual é um conjunto finito. Para nao ficar artificial, vamos exemplificar essa definigao.

Exemplo 1. Considere o conjunto H = {0,2,4,6,8,—}, em que — significa que todo
inteiro positivo apds o ultimo nimero escrito (no exemplo o nimero € 8) aparece em
H Como 0 € HeGH) =Ny \ H= {1,357}, basta verificar a propriedade do
fechamento. Se a e b € H, com a,b < 8, entao a e b sao pares. Logo a + b também
€ par, donde concluimos que a +b € H. Se a,b € H, com a,b > 8, entao a+b € um
inteiro maior que 8. Como todo inteiro maior que 8 pertence a H, temos que a+b € H.

Portanto, H € um semigrupo numérico.

Considere H,, := (p,q) = {ap+bq : a,b € No}, em que 1 < p < g e mde(p,q) = 1.
E possivel mostrar que, sob essas condigoes, H,, ¢ um semigrupo numérico. Seja

Gpq = G(H,,) o conjunto das lacunas de H,,.
Problema. Dadosp e ¢ € N com 1 < p < q e mdc(p,q) =1, defina
Hyq = {H semigrupo numérico: H O H,,} e
n(p,q) = #Hpg-

Eziste uma formula explicita para o nimero n(p,q)? FEssa formula depende apenas de

peq?

Observe que para resolver esse problema, devemos estudar o conjunto G, , e de-
terminar quais dos subconjuntos S de G,, fazem com que H,, U S seja ainda um

semigrupo numeérico.

Exemplo 2. Considere o semigrupo numérico Hy5. Temos que Gos = {1,3}. Os
subconjuntos S de Go5 que fazem com que Hy5U S seja ainda um semigrupo numérico
sio Sy = 0,51 = {3} e Sy ={1,3}. Assim, n(2,5) = 3.

Existe uma forma de enxergar o conjunto GG, ; que torna o problema mais “tratavel”.
Proposicao 2. Seja k € G,,. Entio existe um inico (a,b) € NZ tal que

k=c—1—(ap+bg) =pg—(a+1)p—(b+1)q.

12



Dado k € G, 4, temos que k > 0. Da Proposi¢ao anterior, (a,b) satisfaz (a + 1)p +
(b+1)q < pq. Definindo Ag := {(a,b) € N2 : (a+ 1)p+ (b+ 1)q < pq}, conseguimos a
bijecao

v Ay — Gy
(a,b) — c—1— (ap+ bq)

Observe que o conjunto Ag corresponde aos pontos de N2 abaixo da reta
rop(X +1)+qY +1)=pq.

Exemplo 3. Considere o semigrupo numérico Hs13. As lacunas sao representadas por

21| 16 11 6 1

34 29 24 19 14 9 4

47 42 37 32 27 22 17 12 7 2

Figura 6: G513 através da bijegao v

Através dessa forma de enxergar o conjunto das lacunas e usando um pouco da
teoria de caminhos reticulados, Hellus e Waldi [2] conseguiram encontrar uma bijegao
entre H,, e (A,N{z, = ¢})NNE, em que A, := {z = (z1,...,2,) € R} : z satisfaz (2)}
e

o <
vty < T ISP )
Tp+ Tiyjp, S€L+7>p

Observe que P = A, N {x, =1} é um (p — 1)—politopo racional. De fato,

e o sistema de inequacgbes que define A4, tem coeficientes inteiros (logo racionais),

logo A,, é um politopo racional;

e A, tem dimensao p e quando intersectado com o hiperplano z, = 1, a dimensao

cai em uma unidade, logo dim A, =p — 1.

Pelo Teorema de Ehrhart (Racional), temos que #(¢P NZ") é um quasi-polinémio
em ¢ de grau p — 1. Usando outros métodos, é possivel demonstrar que esse quasi-

polinomio tem coeficiente lider constante. Assim, temos o seguinte resultado:
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Teorema 1. O nimero n(p,q) coincide com um quasi-polinomio em q de graup—1 e

coeficiente lider constante.

Exemplo 4.

Exemplo 5.
%qQ—F%q—I—%, seq=0 (mod 2)

2
q q
n(3,q) = {E+§J +1=

L +1i¢+ 3, seq=1 (mod2)
Exemplo 6.

7_12q3+%q2+§q+§7 quzl (mod 6)

n(4,q9) =4 5@+ +2q+3, seq=3 (mod 6)

70’ + 50+ 510+ 75 seq =5 (mod 6)
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