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1 Resultados e Conceitos Preliminares

Denotamos o produto escalar Euclidiano (produto interno canénico) de dois vetores z,y € R™ por z.y.

Assim,
n
.Y = E LiYi-
=1

Definicao 1.1. Dizemos que um reticulado L € integral se x.y € Z, para quaisquer x,y € L.
Definicao 1.2. Dizemos que um reticulado L ¢ par se x.x € 27, para todo x € L.
Definicao 1.3. Dizemos que um reticulado L € unimodular se L ¢é integral e det(L) = 1.

Definicao 1.4. Seja L € R™ um reticulado. Definimos o reticulado dual de L por
L*={z eR;z.L CZ}.

Proposicao 1.5. Um reticulado L ¢ integral se, e somente se, L C L*.

Demonstragao. Seja x € L. Como, por hipotese L é integral, temos que z.y € Z, para todo y € L.
Logo, segue que = € L* e dai tem-se que L C L*. Reciprocamente, se x,y € L, entao x.y € Z, ja que
x e L*. O

Proposicao 1.6. Um reticulado L é unimodular se, e somente se, L = L*.

Demonstragao. Ver [2]. O

2 Theta Séries

Definigao 2.1. Para uma funcao f : R™ — C, definimos a transformada de Fourier de f como sendo
a funcao f : R™ — C dada por

fo)= [ e
R'/L

Teorema 2.2. (Foérmula da Soma de Poisson). Seja L C R™ um reticulado arbitrdrio, e seja f :
R™ — C wma funcdo que satisfaz as sequintes condicdes:

(V1) [gu|f(2)|dz < oo;
(V2) A série Y, .; |f(x +u)| converge uniformemente para v € K CR"™ compacto;

(V3) X yer- f(y)] < oo .



Entao vale,

Y fla)=det(L)"* Y fly)
€Ll yeL*
Demonstragao. Ver [1]. O

Definicao 2.3. Seja L um reticulado par em R™. Definimos a theta série de L por

OL(z) = Z g~/

zeLl
onde q = e?™% ¢ z e H = {z € C; Im(z) > 0}.
Se L é um reticulado integral entdo os nimeros do tipo x.z, para x € L sao inteiros ndo-negativos. O
coeficiente de ¢/2 é igual ao nimero de z € L, com 7 = z.z.

Agora, seja L um reticulado integral par. Entéao,

Or(z) = Z arq"
r=0

onde a, = {z € L/x.x = 2r}|. Assim, ©(z) fornece o nimero de elementos de L que pertencem &
fronteira de B0, v/2r].

Exemplo 2.4. A figura abaizo ilustra como sao dados os coeficientes da Theta Série ©p(z) para
L = /272, representados pelo nimero de pontos de L nos circulos. Com isso, tem-se que

+00
OL(2) =D ard” =1+4g+4¢" +4¢" + ...
k=0

Teorema 2.5. Seja L C R™ um reticulado, entdo Or(z) = 1 e™F T converge uniformemente e
absolutamente para todo z € C, com Im(z) > vy > 0.



Demonstragao. Seja L = MZ", onde M € GL,(R) é a matriz geradora L e seja € = inf{Mu.Mu/u €
R™ e ||lu|]| = 1}. Entao, e > 0 e MazMxz > ex.x. Deste modo, como Im(z) > vg, segue que,
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Lema 2.6. A transformada de Fourier da fun¢ao f(x) = 67”%(5”’“’)2, onde x,t,p € R, comt >0 é:

fly) = VieXm ey’

Demonstragcao. Tem-se que
fly) = / e~ ™1 (@Hp)? o= 2mizy g,
R

Utilizando a mudanca de coordenadas u = L\J/“f, ou seja, com x = /tu — p, segue que

fly) = / e = 2milu(Viy)—pul\ gy = \/ie%ipy/ e~ e 2miu(ViY) gy
R R

Como B(y) = e*ﬂ'yQ, para h(z) = e*rrxz’ segue da equagao anterior que
f(y) = \/7§€2mpy67“(\/zy)2 = \/%eZWipye*TrtyQa
0 que prova o lema. :

Lema 2.7. Seja L um reticulado par em R™. Entdo,

Or-(2) = det(L)?(i/2)"/?01(~1/2).

Demonstragao. Como ambos os lados da equacao acima sao fungoes holomorfas em H é suficiente
provar esta identidade para z = it, onde t € R, com t > 0. Considerando a funcao g(z) = e~
segue g é obtida através do calculo da transformada de Fourier da funcao e’ para z € R. Podemos
restringir ao caso n = 1 e, portanto, ao calculo de f para f(z) = e"r%xQ, onde x € R. Assim, pelo
lema anterior, segue que f(y) = v/te~™¥", de onde segue que §(y) = t"/2e"™Y. Assim, pela Férmula

da Soma de Poisson tem-se que:

@L(_.*) — Zem(—%x.x)

it
rel

— Z e—w(%m.m)

zel
_ det(L)_1/2 Z tn/Qe—Trty.y

x € Lx*
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= " 2det(L)71/2 Yy emitvy
xeLx
= "2det(L) 2O, (it).



Como z = it, segue que t = z/i e, portanto, temos o resultado.

3 Theta Séries como Formas Modulares

Consideremos o semiplano superior H e L o subgrupo linear
SLo(Z) = {\ € GLa(Z);det(N) = 1}
de GLy(Z), o qual chamamos de grupo modular completo. Consideremos ainda, para cada A =

< (Cz Z > € L, a transformagao linear dada por

az+b
cz+d’

A— Az =

para todo z € H. Assim, temos que se z € H, entdo Az € H, pois

Im(\z) = I'm ((az +0b)+ (cz+ d)) _ Im(adz + bez)

lez +dJ? lez + dJ?

Deste modo, como Im(adz + bcz) = det(N\)Im(z) = Im(z), segue que

Im(\z) = Im(z)

ez +dJ? > 0.

Temos portanto definido uma agao de L em H. Como {+1} C SL2(Z) age trivialmente em H, ou seja,
+1z = z, segue que podemos considerar

G = SLy(Z)/{%I},

que chamamos grupo modular e cujos os elementos serao denotados sem as barras. Desta forma, os

elementos
0 -1 1 1
s=(1 5 )er=(s1)

de GG, agem em H, respectivamente, por

S T
z»—>—%esz+1.

Teorema 3.1. O grupo modular G € gerado por S e T.

Demonstragdo. Ver [1]. O

Definicao 3.2. Seja k € N. Dizemos que uma func¢do holomorfa f : H — C € uma forma modular de
peso k para L e denotamos f € My (L), se satisfaz:

(i) f(\z) = (cz + d)¥ f(2), para todo \ = < CCL Z > eL;

(ii) f € escrita como série de poténcia em q = e*™'%,

Note que se k é impar, entdo toda forma modular de peso k para L é nula, visto que para —I =

< _01 _01 > € L, tem-se que f(z) = (—1)¥f(2) e, portanto, f(z) = 0 para todo z € H. Portanto,

podemos supor, sem perda de generalidade, que k é par.



Proposicao 3.3. Se f: H — C € uma funcao holomorfa, entio f € My(L) se, e somente se, satisfaz

flz+1) = f(2), f(—=1/2) = 2 f(2) para todo z € H e f possui uma expansdo em série de poténcias
2miz

em q = e,

Demonstragdo. Se f € My (L), entdo o resultado segue da defini¢ao e do teorema anterior. Recipro-
camente, como

dAz) d (az+0b\ a(cz+d)—claz+b) ad—bc 1
dz _dz<cz+d> B (cz+d)? C(ez+d)? (cz+d)?
segue que podemos escrever
F(2) = (ez + d)*f(2) (1)
como oo
d(\z) B
09 (R2) T =1

e daf segue que f(A2)d(\2)*/? = f(2)dz*/2. Assim, tem-se f(z)dz"/? invariante para multiplicacio por
A, 0 que mostra que (1) é satisfeita para Aj, A2 € L, entao é valida também para \jA2. Desta forma,
é suficiente analisad-la para T e S, uma vez que G é gerado por tais elementos. Como

f(Tz) = f(z+1) = f(2) e f(Sz) = f(—1/2) = 2Ff(2), para todo z € H, tem-se provada a proposicao.
O

Teorema 3.4. Seja L um reticulado unimodular par em R™. Entdo:
(i) n =0 (mod 8);

(ii) ©r(z) € uma forma unimodular de peso k =n/2.

Demonstragao. (i) Vamos supor que 8 f n. Assim, sem perda de generalidade, podemos tomar n = 4
(mod 8), ja que caso contrario é possivel substituir o reticulado L por L & L ou L& L & L & L que
ambos sao unimodulares e pares de modo que o posto obtido seja congruo a 4 médulo 8 e a aplicar a
argumentacao que segue. Como L é unimodular, segue que L = L* e det(L) = 1. Deste modo, pelo
Lema 2.7, tem-se que, para todo z € H,

OL(S2) = O1(—1/2) = =220 (),
pois n/2 = 2 (mod 4) e, com isso, i"/2 = —1. Ainda, do fato de L ser par, segue que, para todo z € H,

@L(TZ) _ @L(Z + 1) _ Z eﬂizw.xeﬂiaz.x _ Z ewizx.:c _ @L(Z).

xzeL zeLl

Assim, tem-se que O((T'S)z) = —2"/?0(z), para todo z € L. Agora, notemos que (T'S)? = 1, pois

S 1 7 z—1 g z T 1 S T
Z —— > — — — — >z — 1 2. (2)
z z z—1 z—1
Assim,
Or(z) = Or((TS)3z)
= (=1)(TS)*2)"?0L((TS)%z)
= TS)22)"2(=1)((T'S)z)"/*0L((TS)z) (3)
)

Pelas relagoes em (2), segue que

n/
(TSP (rs)an = (2500 RS

z—1 =z

De (3) segue que
OL(z) = (-1)(-1)"?OL(2) = —O.(2),

Implicando que ©r(z) = 0 e, portanto, L = (), o que nos leva ao absurdo.

(ii) De acordo com a Proposigao 3.3, é suficiente mostrar que



Op(z+1) =01(2) e Op(—1/2) = 2?0 (2),

uma vez que de equacao Or(q) = > o2 arq”, onde a, = [{z € L/z.x = 2r}|, segue que O, pode ser
escrita como uma série de poténcias em g =2""*. A primeira igualdade decorre do fato de L ser par.
J& a segunda, como L = L* e det(L) = 1, segue, pelo Lema 2.7, que

Or(—1/2) = det(L)"Y2(2/i)"?0+(2) = 2201 (2),

j4 que n = 0 (mod 8) implica que n/2 = 0 (mod 4) e, com isso, i"/? = 1. Portanto, tem-se que O (2)
¢ uma forma modular de peso n/2. O
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