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1 Definicoes e resultados preliminares

Sejam m < n vetores linearmente independentes g1, ..., gm € R™. Um reticulado A € R™ com base {g1, ..., gm}
é o conjunto formado por todas as combinagoes lineares inteiras de gi, i = 1,...,m, isto é,

A={o1g1 4+ 4+ tmGm; X1y eeey X € Z}.

O conjunto {g1, ..., gm} ¢ denominado uma base de A. A matriz G cujas linhas sdo os vetores gi,...,gm ¢é
chamada de matriz geradora de A. A matriz A = GG' é chamada de matriz de Gram de A e o ntimero
det A = det GG é dito determinante ou discriminante de A. Duas matrizes G e G geram o mesmo reticulado se
existir uma matriz unimodular U tal que G = UG. Um reticulado tem um ntimero infinito de bases, mas o valor
de det A é invariante sob mudanca de base. Dizemos que um conjunto de vetores {vi,...,vi} C A é primitivo se
existirem vetores {Viy1,...,vim} C A tais que {vi,..., Vi, Vki1, ..., Vin} é uma base de A. Se v; = a;G,a; € Z™,
entao uma condi¢ao necesséria e suficiente para que um conjunto de vetores seja primitivo é que o mdc dos
menores k x k da matriz [a} a} ... af] sejam iguais a +1.

Sejam G7 e G, matrizes geradoras dos reticulados A; e A; respectivamente. Dizemos que os reticulados sao
equivalentes se, e somente se, a seguinte relagao é satisfeita G; = cUG,Q, onde ¢ € R, ¢ > 0, Q é uma matriz
ortogonal m x m e U é uma matriz unimodular (determinante igual a +1 com entradas inteiras).

Definimos o reticulado dual de A = A(G) da seguinte forma
A" ={x € span(G); (x,y) € Z,Yy € A},

onde span(G) = {xG;x € R™}. Se G é uma matriz geradora de A, entdo (GG')~'G é uma matriz geradora de
A* e det A = (det A*) 1.

Dado € > 0, dizemos que Ay estd na e-vizinhanga de A (com respeito a matriz de Gram Ay para Ay) quando
existe uma matriz de Gram A, para Ay tal que ||[A; —A;|| < e. Dizemos também que uma sequéncia de
reticulados Ay, (w =1,2,...) converge para A, a menos de equivaléncia, se dado € > 0 arbtrario, existe wy tal
que ¢ /Ay estd na e-vizinhanga de A para algum fator de escala ¢, (possivelmente dependendo de w) sempre
que w > wy. Escrevemos, simplesmente, A, — A para indicar que A, converge para A.

Observacgao 1.1. Se Ay, = A, entao A}, = A*. Com efeito, seja Ay, uma sequéncia de matrizes de Gram para
Ay tal quecy A — A. Como Ay € nao singular, temos que a sua inversa existe, e vale que (]/Cw)A:U1 — AT,
ou seja, No, — A*.
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Seja V uma matriz de ordem k x n, k < n, de posto completo. Denotamos por span(V)- o complemento

ortogonal do espago vetorial gerado pelas linhas de V | isto é,
span(V)t ={x e R™; (x,y) =0 Wy € span(V)}

Todo vetor x € R™ pode ser escrito de forma tinica como x = v+v*, onde v € span(V) e v+ € span(V)+. Dado
x € R™, definimos a projecdo ortogonal de x em span(V)* pondo P, (x) = v*. Dai, segue que P, . (x) = xP,
onde P = I,, — V{(VVY)~1V, De fato, para cada x € R™, existem vetores u € R¥ e v+ € span(V)* tais que
x =uV + v e logo

xP = (uV+vHP =uV(I, — VH(VWVWH V) v (I — VHVVH V) =0 +vE = Pyu (x).



Lema 2.1. Seja V uma matriz de ordem k X 1 cujas linhas formam um conjunto primitivo de vetores de um
reticulado A C R™. Valem as sequintes propriedades

(i) O conjunto P, 1 (A) é um reticulado.

det A

(ii) O discriminante de P, (A) € dado por det Py (A) = W.

Demonstragao. (i) Como as linhas de V sdo um conjunto primitivo, existe uma matriz V de ordem (n—k)xn
e posto completo tal que
~ Vv
V=| -
V)

é uma matriz geradora de A e qualquer elemento x € A pode ser escrito como x = u\7, u € Z™. Projetando
x € A em span(V)*1, temos

~ 0
xPuVPu{ VP]'

Logo as linhas de VP formam um conjunto cujas combinagdes inteiras geram P, (A). Para concluir a demons-
tragao, resta mostrar que VP tem posto completo. Com efeito, observe que as linhas de VP sao LI, uma vez
que

XVP=0 = xVespan(V) = xV =yV paraalgumy e Z* = x =y =0 pois as linhas de V sio LL
(ii) Da demonstracao de (i), temos que V é uma matriz geradora para A. Dai segue que

o t 7t t \/t
det A = detVV' =det [ vvo vV } =det { v v

Vvt iyt VAN VAR VAV QVAVA R A VAV
det(VVY) det(VEVE — VVHVVYH) 7TV VY = det(VVY) det(VPVY) = det(VVY) det Pyo (A).

Observagao 2.2. P, (A) nem sempre é um reticulado (ver pdagina 57 de [2]).

Todo reticulado de posto completo é equivalente a um reticulado gerado por uma matriz triangular superior.
Com efeito, seja A um reticulado gerado por uma matriz G € R™*™ de posto completo. Escrevendo

g1
G= :
In
e aplicando o processo de Gram-Schmidt no conjunto {gn, gn—1,..., g1} (que é linearmente independente, pois

G tem posto completo), obtemos um conjunto de vetores {qn, qn—1, ..., 1} dois a dois ortonormais tais que

gn € span{qn}
gn—1 € span{qn, qn—1}

g1 € span{gn, qn_1, .-, q1}
Dai segue que existem ntmeros reais Tij, 1 <i<j < n, tais que
g1 Tt - Tin q1
G = : =

Logo G = RQ, onde R € R™™™ é uma matriz triangular superior e Q € R™*™ é uma matriz ortogonal. Isto
mostra que os reticulados gerados por G e R sao equivalentes. Portanto podemos assumir, sem perda de
generalidade, que A possui matriz geradora G triangular superior e, por conveniéncia, escreveremos a matriz G
da seguinte forma:

=[S &) v

onde G7 e Gz sdo matrizes quadradas triangulares superiores de ordem k x k e (n—k) x (n—k), respectivamente.

Agora, considerando A = [I Al € Z™ V= AG =[Gy V] (logo V= Gy + AGg) eM = [—G;J‘\A/"Gft th]

temos o seguinte lema:



Lema 2.3. Considere as matrizes G, V e M descritas acima. Se A = A(G) e Py (A) € a projecdo de A sobre
span(V)+, entdo
A(M) = A* Nspan(V)* = Py (A).

Demonstra¢do. Primeiramente vamos provar a inclusio A(M) C A*Nspan(V)+. Sejax € A(M), isto é, x = uM
para algum u € Z" ¥, Observe que

t
XVt =uMVt = u[ - GGt G3Y] [ \671 ] =u[—G3'V'Gy'Gy + G5V =ufo] =o0.

Logo x € span(V)*. Observe também que para qualquer y € A, isto é, y=wG com w € Z", temos

_c-ve-l _ve-l -1 _
(x,y) =yx' = wGM'u' = w U G )/163 wt=w| VO TG e, Al
0 G3 G3 Tnx I«

Como todas as entradas das matrizes w, [ —AY Ty ]t e u' sdo inteiras, segue que (x,y) € Z. Logo x € A*.
Isto finaliza a prova da inclusao.

Agora, vamos mostrar que A* N span(V)+t C Pyi(A)*. Seja x € A* N span(V)+ e seja P a projecdo sobre
span(V)*. Cada elemento em Py . (A) é da forma uP com u € A. Dai, temos

{(x,uP) = uPx' = uP*x' = u(xP)' = ux* € 7,
uma vez que span(V)t, u e A e x € A*. Até agora, temos A(M) C A* Nspan(V)+ C Py (A)*.

Para mostrar que essas inclusoes séo de fato igualdades, basta mostrar que A(M) e Py 1 (A)* possuem o mesmo
determinante. Com efeito,

~ _ —I\r~—1
detA(M) = det MMt :det[_G;tthTt G3t]|: G1 VG3 :|

G3'

det 31 det(VEGTEGT 'V 4 1)

det 31 det(GTTVVEGT 4+ 1)
= det(G3tG3 )det(GﬁG1 )det(VVt—i—G]G%)
det(VVE+G1GY)  det(VV?Y)
det(G3GY) det(GGY) det(A)

= det(G3tVt TYGVGT + G636y
(Gs
(Gs

Teorema 2.4. . Sejam Ay e Ay reticulados de posto n e n — k, respectivamente. FExiste uma sequéncia de
matrizes Vo cujas linhas formam um conjunto primitivo de vetores de Ay tal que Pyy (A1) — Az, quando
w — 00

Demonstragao. Basta construir sequéncias de duais de projegoes de A1 que convergem, a menos de equivaléncia,
para o dual de A, (ver observagao 1.1). Com efeito, considere uma representagao de Az, cujo dual possui uma
matriz geradora L* triangular inferior de ordem (n —k) x (n — k). Seja A7 o reticulado com matriz geradora
na forma (1). Considere a matriz

' =[L* 0],

onde 0 é de ordem (n — k) x k. Consideramos também uma outra decomposi¢ao de I*, da forma
" =[0;, 13,
onde L, e L5 possuem ordem (n —k) x k e (n —k) x (n — k), respectivamente. Observe que L' e L] possuem o

mesmo numero de linhas, n — k, correspondente ao posto do reticulado A,. Para cada w € N\ {0}, definimos
as seguintes matrizes

Ho = |@D365 | + I,
(L) = < | W16} + Mo G5 Gy HwG3tG5>G,t,

(L5)2 =HwG3' e



L = (L) (LE)2].

Seja a sequéncia A, =A(LY,). No que segue, provaremos:
(i) Ay € equivalente a Py (A1)* para alguma matriz Vi, cujas linhas sdo um conjunto primitivo de A;.
(i) A}, converge, a menos de equivaléncia, para A%.

Para provar a primeira afirmacéo, observamos que, como L* e G} sdo matrizes triangulares inferiores e as
entradas da diagonal de L3 sao nulas, H,, é uma matriz triangular inferior com todos os elementos da diagonal
iguais a 1. Logo Hy é unimodular, assim como Hg'. Portanto, para cada w € N\ {0}, A¥, é também gerado
pela matriz H'L¥,. Desenvolvendo o produto matricial, temos

Hy'Lh, = [Hg'( G;']
G LwL G +HuG3'G| — G;'GYG " 65
— [ AtG t_ thGft th]
— [ tth —t G ]
onde At = —H) {thG’% + HngtGEJ ¢ uma matriz inteira de ordem (n —k) x k e Vt = GY + GgAt.

Comparando estes resultados com o lema 2.3 concluimos (i) com V,, dado por
-~ t
Vy = [61 Gy — <Hw‘ [wL”{Gﬁ +HwG3tG§J) G3:|.

Para demonstrar (ii), comegamos com as seguintes desigualdades simples sobre a operacao chao

1 - _ - ] !
1 —x
o ( [wL] GY+ HngtGEJ — HngtGE) < (L1GY)y
B
Dai, obtemos
1 —x
w( Lwlﬂ Gj + HngtGEJ ) — (L3G})ij quando w — oo,
Y

e portanto (L)1 /w — ET. Analogamente, é possivel provar que (Lf,)2/w — f;. Dessa maneira,

I_* L* L* t
w

— L*L** quando w — 0.

Concluindo a demonstragao.
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