MTS803D - TOPICOS EM MATEMATICA APLICADA

CorprPOs CONVEXOS, FUNCOES DE DISTANCIA E

PROPRIEDADES

1 Motivacao

Dado um conjunto K C R", sob quais condi¢oes podemos garantir que exista
um ponto de K com todas as suas coordenadas inteiras? Quantos pontos
inteiros existem num circulo centrado na origem de raio r? Qual a melhor
maneira de dispormos cépias disjuntas de um conjunto K C R" de modo a
minimizarmos a proporcao de espagos vazios entre elas? Estas perguntas e
conceitos relacionados sao topicos de estudos da Geometria dos Nimeros.

Podemos dizer que a primeira formalizacao da Geometria dos Nimeros é
devida a Hermann Minkowski, no seu seminal Geometrie der Zahlen [Minl0],
em que é observado que conjuntos convexos podem ser analiticamente des-
critos através de um funcional, conhecido hoje como fungao de gauge (ou de
distancia). A partir desta aparentemente simples ideia, Minkowski estabe-
lece diversas conexoes entre propriedades geométricas de corpos convexos e
Teoria dos Numeros, exploradas mais tarde por diversos autores como Cas-
ssels, Mahler e Gruber. Uma das mais fascinantes destas conexoes ¢ talvez
a demonstracao dos teoremas dos dois quadrados e dos quatro quadrados
a partir de propriedades de pontos inteiros no interior de corpos convexos.
Atualmente, conceitos de Geometria dos Nuimeros podem ser vistos aplica-
dos em contextos como formas quadréticas e Teoria Algébrica dos Numeros,
aproximacoes diofantinas simultaneas, Programacao Linear Inteira, Cripto-
grafia, Teoria da Informacao, entre muitos outros. O objetivo destas notas é
estabelecer as bases tedricas para a Geometria dos Nimeros.

2 Propriedades Iniciais

Esta primeira se¢ao apresenta um compilado de resultados preliminares sobre
corpos convexos, a serem utilizados no decorrer destas notas. Cada resultado



é acompanhado de uma referéncia apropriada, onde o leitor pode encontrar
sua demonstragao.

A principal propriedade geométrica que exigimos dos conjuntos os quais
lidamos nestas notas é a convexidade. Seja K C R". Dizemos que K é con-
vexo se para quaisquer ¢,y € K, o segmento unindo & a y esta inteiramente
contido em K. Mais analiticamente, dizemos que K é convexo se

z,ye K = X+ (1- Ny e K,VAe0,1].

Como veremos mais para frente, a convexidade de um conjunto implica uma
gama de outras propriedades desejaveis a Geometria dos Nuimeros e a outras
areas, como a Otimizacao Linear/Nao-Linear. Exemplos simples de conjun-
tos convexos incluem:

(i) K =R" ou K = qualquer subespaco do R";
(ii) K ={x}, x € R™;

(iii) Esferas euclidianas (K = {x € R": (x1 — 1) + ... + (z, — ¢,)? < R?},
em que ¢, Ca, ..., C, € R);

(iv) Cubos (K ={x € R" : |z;| < R});
(v) O conjunto vazio (por vacuidade).

Um corpo convezro é um conjunto convexo limitado cujo interior é néo—vazi(ﬂ
Se K é um conjunto com a propriedade de que ® € K <— —x € K,
dizemos que K é centralmente simétrico. Dos conjuntos listados acima, ape-
nas os itens (iii) e (iv) sdo corpos convexos. Apenas (iii), no caso em que
¢;=0,1=1,...,n, e (iv) sdo corpos convexos centralmente simétricos. Cor-
pos convexos fechados centralmente simétricos sao tao importantes na teoria
que Minkowski os denotava por uma sé palavra: Eichkérper (corpo padrao).

Para nossas aplicacoes, necessitamos da no¢ao de volume de um conjunto.
Seja x a funcao caracteristica de K C R"™, dada por

(:z:) - 1 sex € K
X\ 0 caso contrério.

Definimos o volume de K como a integral de Riemman de x(x), isto é

vol K = X(x)dx :/ de.
Rn K

L Algumas definicdes de corpo convexo necessitam também que K seja fechado. Para
nossos propositos, essa exigéncia nao é conveniente.
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(a) Conjunto nao- (b) Conjunto con- (¢) Conjunto con-
convexo vexo vexo centralmente
simétrico

Figura 1: Exemplos de conjuntos convexos e nao-convexos

Dizemos que um conjunto possui volume finito quando a integral de x(x)
for finita. Todo corpo convexo possui volume finito (a demonstragao disso
foge ao escopo do curso e encontra-se em [GL8T, p. 9], utilizando a nogao de
fungao de distancia, a qual trataremos a seguir). Desta maneira, o volume
definido através da integral de Riemman (também conhecido como medida
de Jordan) serd suficiente quando tratarmos de corpos convexos. As seguin-
tes propriedades de volume serao usadas exaustivamente durante do curso e
decorrem imediatamente de propriedades béasicas da integral de Riemman.

Proposicao 2.1. Sejam K, M C R" conjuntos com volume finito
(i) Se M C K, entdo vol K > vol M.
(i1) vol (M UK) < vol M + vol K.
(i1i) Se A é uma matriz nao-singular e AK = {Ax : x € K}, entdo
vol AK = |det Alvol K.
Em particular, para um numero real positivo A, vol AK = A\"vol K.
Dados dois conjuntos M, N C R", a soma (de Minkowski) M + N é

definida como M + N ={m+n:m € M,n € N}. A soma de Minkowski de
dois corpos (conjuntos) convexos é novamente um corpo (conjunto) convexo.

De maneira geral, nao ha uma relacao simples como a da Proposi¢ao (ii)
para a soma de Minkowski. Para ver isso, tome

M={xeR*: || <1,|zo] <1}.

Claramente M + M = {x € R*: |z1| < 2,|13| <2} = 2M (ver Exercicio
1). Deste modo, vol (M + M) > vol M + vol M. Mais ainda, a soma de
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Minkowski de dois conjuntos com volume zero pode resultar em um conjunto
com volume nao-nulo.

A relagao entre o volume da soma de Minkowski de conjuntos se da através
da Desigualdade de Brunn-Minkowski, a saber:

vol (M + N)Y" > (vol M)Y™ 4 (vol NV, (1)

em que M, N e M + N sao conjuntos em R" com volume finito.

2.1 Classes de Conjuntos Convexos

O fecho convexo dos pontos xq,...,x,, € R" é definido como

ConvHull(zy, ..., x,,) = {)\1:121+...+/\m33m:0§)\i§ le Z)‘izl}'

=1

O fecho convexo é sempre um corpo convexo e, mais do que isso, ele é o
menor conjunto convexo que contém os pontos i, ...,%, (Exercicio 2).
Um politopo (ou poliedro) é o fecho convexo de algum conjunto de pontos do
R™. Uma outra maneira de caracterizar politopos é através de interseccoes
de semi-espacos do R", ou seja, conjuntos do tipo

{x e R": Ax < b},

em que A é uma matriz n x m, b € R™, e o simbolo < deve ser lido em
cada coordenada. B facil ver que tais conjuntos sao sempre convexos. O
seguinte Teorema de Minkowski-Weyl estabelece a equivaléncia entre as duas
caracterizagoes. Para uma demonstragao, sugerimos [Zie95, Sec. 1.2].

Teorema 1 (de Minkowski-Weyl). Seja K um corpo convexo. As sequintes
afirmativas sao equivalentes:

(i) Erxistem pontos xy, ... &, tais que K = ConvHull(x1, ..., &,,).
(ii) Existe uma matriz A e um vetor b tais que K = {x € R" : Az < b}.

O fecho convexo e um conjunto & C R™ é o conjunto de todas as com-
binagoes convexa de pontos em S, isto é:

ConvHull(S) = {A1m1+...+)\ma:m:miES,OS/\Z-S le Z)\Z-:l}.

=1



Outra classe de corpos convexos importantes para nés serao bolas com
respeito a alguma norma de R". Dada uma norma |[|-|| : R — [0, c0), a bola
fechada centrada na origem ¢é definida como

BO,r)={x eR": ||x| <r}.

O fato de que B(0,r) é um conjunto convexo decorre imediatamente da
desigualdade triangular. Com efeito, se &,y € B(0,r), entao

Az + (1 = Myll < Al + (1= A) [lyl] <7

Sabendo que bolas em uma dada norma ||-|| sdo corpos convexos, é natural
perguntar se a reciproca deste fato é verdadeira, isto é, se dado um corpo
convexo K, existe uma norma do R™ tal que as bolas possuem a mesma
“forma” que K. Essa pergunta é respondida mais precisamente utilizando a
nocao de fungao de distancia (ou de gauge) de um conjunto.

3 Funcoes de Distancia

E devida a Minkowski, a fecunda observacao de que um conjunto convexo
pode ser descrito analiticamente através da sua chamada funcao de distancia
(ou gauge). Tal funcdo captura todas as propriedades essenciais de um corpo
convexo e permite estudar conexoes com Teoria dos Numeros em um alto
grau de generalidade.

Seja K C R™ um conjunto que contém a origem. A funcdo de distancia
(ou gauge) de K é definida como:

Fr(x)=inf{\>0:2x € \K}. (2)

Intuitivamente, dado um ponto & € R" contraimos/dilatamos o conjunto K
até que x pertenca a fronteira de K, e entao definimos o fator pelo qual
precisamos contrair/dilatar como a funcao de distancia de & com respeito a
K.

Estd claro que a depender do conjunto K, a fungdo Fk(x) pode nao
estar bem definida. No caso de corpos convexos, entretanto, é facil ver que
0 < Fg(x) < oo. O préximo teorema justifica, de uma certa forma, a
defini¢ao de Fi ().

Teorema 2. Se K é um corpo convexo centralmente simétrico, a funcao de
gauge de K define uma norma em R™. Mais especificamente, valem:

(i) (Positividade): Fx(x) >0 sex #0 e Fg(x) =0 se x = 0.



(ii) (Homogeneidade): Fx(ax) = |a|Fk(x).
(iii) (Desigualdade Triangular): Fx(x +vy) < Fx(x) + Fk(y).

Se K € fechado, a bola na norma Fg(z) centrada na origem, de raio r, é
dada por rK.

Demonstracao. Vamos verificar os axiomas de norma.

(i) (Positividade): E claro que Fy(x) > 0. Se Fx(z) = 0, para qualquer
¢ > 0 suficientemente pequeno x € K, ou seja « = ck., k. € K. Como K é
limitado, existe uma constante M tal que ||k.|| < M, e portanto ||| < eM.
Fazendo ¢ — 0T, temos que & = 0.

(i) (Homogeneidade) Como K é centralmente simétrico,

Fi(ax) = Fx(—az) =inf{\ > 0: |o|x € /\K}:inf{)\>0:m € ﬁK} =
a

= |a]inf {A > 0:z € \K} = |a|Fk(z)

(iii) (Desigualdade Triangular) Se K é convexo e A1, A2 > 0, entdo, de acordo
com o Exercicio 1 (v), MK 4+ XK = (A + A2) K. Assim, sejam x,y € R"
tais que Fj(x) = A\ e Fx(y) = Ao. Para qualquer /2 > 0, x € (A\; +¢/2)K
ey € (Aa+¢/2)K. Deste modo, & +y € (A + Ay +¢)K para qualquer € > 0,
e portanto:

Por fim, suponhamos que K seja fechado. A bola fechada centrada na origem
de raio r é dada por

B={x eR": Fg(x) <r}.

Se ¢ € rK entao Fx(x) < rK. Reciprocamente, se * € B, Fx(x) < r, ou
seja x € (r + ¢)K para qualquer € > 0. Como K é fechado, isso implica que
x € rK, o que conclui a prova. 0

Quando K ¢é fechado, uma propriedade interessante da funcao de gauge
é a elegante igualdade de conjuntos

K={zecR": Fe(z) <1}.

De fato, a reciproca do teorema acima também é verdadeira. A partir de
qualquer fungdo F' com as propriedades (i)-(iii) do teorema, podemos defi-
nir o conjunto convexo centralmente simétrico K = {& € R": F(x) < K},
cuja funcao de gauge é F. Caso o conjunto que estejamos tratando nao
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seja centralmente simétrico, a condigao (ii) pode ser substituida por: (ii’)
Fr(aK) = aFk(x),a > 0, e o teorema continua vélido. A funcdo de
distancia de um corpo convexo é sempre continua, como serd demonstrado
na Proposicao [3

Uma das vantagens das fungoes de distancia é poder traduzir problemas
geométricos em uma linguagem analitica. Por exemplo, a pergunta se existem
pontos de K com todas as coordenadas inteiras pode ser resolvida calculando
A = mingezn\ g0} F(x) e verificando se A > 1 ou < 1. Uma outra vantagem
¢ facilitar o estudo de corpos estrela, parentes proximos de corpos convexos.

4 Corpos Estrela

Uma boa parte dos teoremas de Geometria dos Numeros acerca de corpos
convexos pode ser estendido com um pouco de esfor¢o adicional para estrutu-
ras mais gerais, denominadas corpos estrela. A definicao de um corpo estrela
é um pouco menos direta que a de um corpo convexo, cOmo vemos a seguir.

Seja S C R™. Dizemos que S é um conjunto raio se para todo x € §,
Ax € S,V € [0,1]. Se S é um conjunto raio limitado que contém a origem,
entdao Fs(ax) = aFs(x) para o > 0 e para os pontos em que Fg(x) existe.
Um corpo estrela S é um conjunto raio, fechado, tal que se 0 < A < 1 e
x € S, entao \x € intS.

Geometricamente, um conjunto raio ¢ um conjunto tal que o segmento que
liga a origem a qualquer um de seus pontos estd inteiramente contido nele.
Um corpo estrela ¢ um conjunto tal que esses segmentos nao apenas estao
contidos, mas estao no seu interior. Abaixo estao ilustracoes de conjuntos
raio e corpos estrela.

Lema 1. Se S € um conjunto raio e 0 < ay < «a, entdo a1.S C anS. Se,
adicionalmente, S € um corpo estrela entao a1 S C asint S.

Demonstracao. Provemos apenas a afirmativa para corpos estrela; o caso em
que S é um conjunto raio é andlogo. Se & € 4.5, entao
1 (a) 1 1

—xEeS=——x€intS=x € anint S,
(05} Qo O

onde (a) vem da definigdo de corpo estrela e do fato de que 0 < a;/as < 1.
[

O seguinte teorema nos provém uma caracterizagao analitica de corpos
estrela.



(a) Conjunto raio (4 segmentos de (b) Corpo Estrela
reta)

Figura 2: Exemplos de um conjunto raio e um corpo estrela.

Teorema 3. Seja S um conjunto raio limitado. A funcao de gauge Fs
€ continua se, e somente se, S € um corpo estrela limitado.

Demonstra¢ao. (=) A fungao de gauge de um corpo estrela limitado S é
continua. Com efeito, seja * € R", Fg(x) = \. Temos que & é um ponto
interior de (A +¢)S para € > 0 suficientemente pequeno, caso contrario, pelo
Lema [I} Fs(z) > A. Além disso, & ¢ (A — ¢)S, caso contrdrio terfamos
Fs(x) < A. Seja agora uma sequéncia @, — . Para n suficientemente
grande, temos que x, ¢ um ponto interior de (A +¢)S\(A —¢)S. Assim,
A —e < Fg(x,) < A +¢, e portanto Fs(x,) — Fs(x).

(<) Reciprocamente, suponhamos que a funcao de gauge de S seja continua.
Seja x € S, isto é, Fg(x) < 1. Se 0 < A < 1, A& € \S C S e portanto
Fs(Ax) < 1. Mais que isso, como F' é continua, existe uma vizinhanga de
Az para o qual qualquer y é tal que Fg(y) < 1. Isso implica que Ax é ponto
interior de S, finalizando a demonstracao. O

Com um pouco de esfor¢o a mais, o Teorema [3| pode ser sutilmente gene-
ralizado para:

Teorema 3’. Seja S um conjunto raio. A func¢ao de gauge Fg € continua
se, e somente se, S € um corpo estrela.

5 Exemplos Adicionais

Abaixo estao alguns exemplos interessantes de corpos estrela e corpos con-
vexos que aparecem na literatura.



5.1 Superbolas

Como ja observado na Segao 2, bolas com respeito a uma norma ||.|| sdo
corpos convexos. Seja ||.|| uma norma p, p > 1, isto é

1
lll, = (lz1” + ... + aal?) 7

O conjunto de todos os pontos tais que ||, < R, denotado por B,(R),
é denominado superbola. As far as I am concerned, essa terminologia foi
introduzida em [RS87] por Rush e Sloane. E claro que neste caso, a fungao
de gauge de uma superbola de raio 1 é Fi(x) = ||z,

Em outras referéncias, encontramos o termo superbola também relacio-
nado a “bolas” na norma p, 0 < p < 1, isto ¢, ao conjunto

S = {a: ER™: |z + ... + |z, )7 < R}.

A funcdo de gauge de Fg(x) = (|z1|? + ... + |2,|P)Y/? ndo é sub-aditiva,
portanto nao representa uma norma. Entretanto, como Fs é continua, S é
um corpo estrela centralmente simétrico. Alguns exemplos de superbola estao
ilustrados abaixo para n = 2. Uma boa parte da literatura no tema trata
do empacotamento de superbolas. Para p = 1, as superbolas sao conhecidas
como politopos-cruz.

5.1.1 O volume de uma superbola

Seja V,,, o volume de uma bola B,(1) C R™ na norma [, (ou superbola), com
p > 1. Seguindo a exposicao de Siegel [Sie89], Vamos mostrar como calcular
Vyp de maneira indutiva em n. Para tal, necessitamos das funcoes auxiliares
beta e gamma. A fungao gamma I'(n),n > 0, é definida como

F(n):/ t"tetdt.
0

Note que I'(n + 1) = nI'(n) e, para n natural, ['(n 4+ 1) = n!. A funcéo beta,
B(m,n), m,n >0, é dada por

B(m,n) = /0 "1 =)A= %

Teorema 4.




Demonstracao. Notemos primeiramente que
Vop = vol By(1) = 2"vol (By(1)N{zy1 >0,...,2, > 0}).

Seja W,,, = vol (B,(1)N{x; >0,...,2, > 0}). Temos

1
0

p p
i+ 4 <1 o+ 42l <1—af
x12>0...2n >0 x12>0...¢y_12>0

1
@ / Wi1,(1 — a?)=D/rdg,
0

em que (a) é resultado da mudanca de varidveis @ = x;/(1 — 22)"/?. Trans-

formamos agora, a integral de (1 — 22)™~1/? em uma funcdo beta através da
mudancga t = z?, resultando em

1 1
1 1 —1 1
/ (1 . x;z)(nfl)/pdxn — _/ (1 _ t)(nfl)/ptl/pfldt _ _ﬁ (n n 17 _) .
0 P Jo p p p

Obtemos assim a recursao W,,,, = W, _1,(1/p)8 (”T?l + 1, %) . Continuando

este processo indutivamente, sabendo que Wi, = 1, temos a férmula dese-
jada. O

Em particular, como I'(3/2) = (1/2)T'(1/2) = \/7/2, chegamos a férmula
para o volume da esfera Euclidiana de raio unitario.
n/2

v
Vig= — .
2T )

Da Proposicao [2.1, temos vol B,(r) = r"V,,,. Dividindo nos casos par e
impar, com um pouco de algebra, pode-se mostrar que:
k k41,_k
T 28T
22 = 4 2k+1,2 2k )N

onde o fatorial duplo !! denota o produto de todos os impares menores ou
iguais a 2k + 1.

5.2 Elipsoides

Elipsoides sao particularmente importantes na teoria de corpos convexos e
surgem, por exemplo, em métodos para minimizar uma funcao linear sujeita
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a restrigoes lineares. Um dos motivos para a importancia dos elipsoides reside
no fato de que qualquer conjunto convexo ¢ parecido com o elipsoide, como
formalizado no Teorema 5| a seguir.

Seja A uma matriz simétrica definida positiva de dimensdes n X n e y €
R™. O conjunto

K={zeR": (x—y) Az —-y) <1}

¢ denominado um elipsoide (centrado em y). E facil ver que um elipsoide
¢ sempre um corpo convexo, e que esferas na norma p = 2 sao elipsoides.
De fato, de uma maneira geral, um elipsoide é a imagem de uma esfera por
uma transformacao linear cujos auto-valores sao a raiz dos auto-valores de A.

Pela Proposicao , o volume de um elipséide é vol E = vol By(1)v/det A.

Teorema 5 (de John para corpos centralmente simétricos). Seja K C R™

um corpo convezxo fechado centralmente simétrico. Existe um elipsoide E tal
que E C K C \/nkE.

Demonstracao. (|[GL87|], Teorema 8, Pagina 13).
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Exercicio 1. (Conjuntos Soma/Diferenga) Seja K C R™ e considere os con-
juntos HK = K —Ke SK = K + K.

(i
(i

) Se K é um conjunto qualquer, 2K C K + K.
)

(iii) Se K é convexo centralmente simétrico, K — K = K + K = 2K.
)
)

Se K é convexo K + K = 2K.

(iv) Exiba um exemplo de conjunto K para o qual K + K # 2K.

(v) Depois de pegar o gosto pelos itens (ii),(iii), prove que se K é convexo
ea,b>0,entdo aK +bK = (a+b)K. Se, além disso, K é centralmente
simétrico, entdo para quaisquer a,b, aK + bK = (|a| + [b]) K.

Exercicio 2. Sejam xy,...,x,, € R" ¢ K = ConvHull(x4,...,®,,). Mostre
que K é um corpo convexo com a seguinte propriedade: se x1,...,x,, € K’
e K’ é convexo, entao K C K'.

Exercicio 3. O conjunto S = {x € R": [z125...2,| <1} é convexo? E
um corpo estrela? Quanto vale vol S? Esboce o caso n = 2 (e n = 3, no
computador).

Exercicio 4. Um simplex regular em R™ é definido por

S={(x1,...,2,):0< 2 <0 < ... <2, <1}.

Mostre que S é um politopo de duas formas: (i) Encontrando matrizes tais
que S = {x € R": Ax <b}. (ii) Encontrando i,...,x, € R" tais que
S = ConvHull(xy,...,x,) (qual o menor valor de m possivel?). Em sua
opiniao muito pessoal, qual das duas maneiras ¢ mais simples? Quanto vale

vol S' e #(SNZ™)?
Exercicio 5. Verifique que as seguintes propriedades de politopos sao validas:
(i) A projecao de um politopo é um politopo
(ii) A soma de Minkowski de dois politopos é um politopo
(iii) A intersecgao de um politopo com um subespaco de R"™ é um politopo

Exercicio 6. Seja K um corpo convexo (resp. centralmente simétrico) e A
uma matriz invertivel de ordem n x n. Mostre que AK = {Ax : ¢ € K} é um
corpo convexo (resp. centralmente simétrico). Utilizando isto, mostre que
um elipsoide centrado na origem é um corpo convexo cetralmente simétrico
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Exercicio 7. Um conjunto K C R" é conexo por caminhos se para quaisquer
dois pontos x,y € K, existe uma fungao continua 7 : [0,1] — K tal que
7(0) = x e y(1) = y. Um conjunto conexo por caminhos é simplesmente

conexo se qualquer curva fechada pode ser contraida suavemente a um ponto
de K Bl Prove:

(i) Todo conjunto convexo é conexo por caminhos
(ii) Todo conjunto convexo é simplesmente conexo

(iii) (Bonus!) O mesmo vale para corpos estrela?
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h(t, 1) = 72(1).

13



	Motivação
	Propriedades Iniciais
	Classes de Conjuntos Convexos

	Funções de Distância
	Corpos Estrela
	Exemplos Adicionais
	Superbolas
	O volume de uma superbola

	Elipsoides


